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ამ თავში გაიმეორებ:
 � გამონათქვამთა  ჯამისა და ნამრავლის განმარტებებსა 
და მათ ჭეშმარიტების ცხრილს; 

 � პირობითი გამონათქვამისა და ტოლფასობის 
განმარტებებსა და  მათ ჭეშმარიტების ცხრილს;

 � პირობითი გამონათქვამის შებრუნებული, მოპირდაპირე 
და ტოლფასი გამონათქვამების კონსტრუქციებს; 

 � გამონათქვამის უარყოფის განმარტებას;
 � გამონათქვამთა ჯამისა და ნამრავლის უარყოფის 
ფორმულებს;

 � თეორემის დამტკიცების საწინააღმდეგოს დაშვების 
მეთოდს;

 � შებრუნებული, მოპირდაპირე და ტოლფასი 
თეორემების კონტრუქციებს.

ამ თავში ისწავლი:
 � ცვლადიანი გამონათქვამის ჭეშმარიტების არის ცნებას;
 � მათემატიკური გამონათქვამების სახეობებს;
 � მათემატიკური თეორიის აგების სქემას;
 � თეორემის დამტკიცების მეთოდებს.

თავის შესწავლის შემდეგ შეძლებ:
 � გამონათქვამთა ჭეშმარიტების ცხრილების შედგენას;
 � გამონათქვამთა ტოლფასობის დასადგენად 
ჭეშმარიტების ცხრილების გამოყენებას; 

 � ცვლადიანი გამონათქვამის ჭეშმარიტების არის 
დადგენას;

 � მათემატიკური გამონათქვამების სახეობათა გარჩევას;
 � თეორემის შებრუნებულის, მოპირდაპირესა და 
ტოლფასის აგებას;

 � თეორემის დასამტკიცებლად დედუქციისა და 
საწინააღმდეგოს დაშვების მეთოდების გამოყენებას.

ადა ბაირონი
1815-1852 წწ.

დიდი ინგლისელი პოე-
ტის, ჯორჯ ბაირონის ქა-

ლიშვილი, პირველი პროგ-
რამისტი ქალი.

მან შექმნა კალკულატორის 
პროგრამა და აღწერა ალგო-

რითმიზაციის ძირითადი 
პრინციპები.

კომპლექსური დავალება 
„აუცილებელი და საკმარისი“

ადამიანს ამა თუ იმ მიზნის მისაღწევად გარკვეული გადაწყვეტილების მიღება და შე-
საბამისი მოქმედების განხორციელება ესაჭიროება. 

გადაწყვეტილების მიღებისას მნიშვნელოვანია გავარკვიოთ, რამდენად აუცილებელი 
ან რამდენად საკმარისია დასახული მიზნისთვის ესა თუ ის ქმედება.

იმისათვის, რომ თეორიული ან პრაქტიკული პრობლემა გადაჭრა, აუცილებელია 
კარ გად გაიაზრო  მისი არსი,  დასახო მოქმედებათა ის მინიმუმი, რომელიც შედეგამდე 
მიგიყვანს, ანუ უნდა დაადგინო პრობლემის გადაჭრისთვის აუცილებელი და საკმარისი 
მოქმედებები. 

თავი 1. მათემატიკური ლოგიკის ელემენტები
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მათემატიკაში დებულებების ჩამოყალიბება სიტყვებით „აუცილებელი“ და 
„საკმარისი“ ჩამოყალიბება ცნებათა თვისებებისა და მათ შორის მიზეზ-შედეგობრივი 
კავშირის  ნათლად წარმოდგენაში გვეხმარება.  მოვიყვანოთ მარტივი მაგალითები:

იმისათვის, რომ ნატურალური რიცხვი 6-ზე გაიყოს, საკმარისია, ეს რიცხვი გაიყოს 
12-ზე, თუმცა, ეს არაა აუცილებელი. მაგალითად, 18 იყოფა 6-ზე, მაგრამ არ იყოფა 12-ზე.     

იმისათვის, რომ რიცხვი 6-ზე გაიყოს, აუცილებელია, რომ რიცხვი გაიყოს 3-ზე, მაგ-
რამ ეს არაა საკმარისი. მაგალითად, 9 იყოფა 3-ზე და არ იყოფა 6-ზე.

იმისათვის, რომ რიცხვი 6-ზე გაიყოს, აუცილებელია და საკმარისი, რიცხვი გაიყოს 
2-სა და 3-ზე.

შენი დავალება:
1. მოცემულ წინადადებებში გამოტოვებულ ადგილას  ჩასვი შემდეგი სიტყვებიდან 

ერთ-ერთი: „აუცილებელია და არაა საკმარისი“, „საკმარისია და არაა აუცილებელი“, „აუ-
ცილებელია და საკმარისი“ ისე, რომ მიღებული წინადადება იყოს მართებული:

ა) იმისათვის, რომ ორი სამკუთხედი იყოს ტოლი . . . სამივე კუთხე ჰქონდეთ ტოლი;
ბ) იმისათვის, რომ ორი სამკუთხედი იყოს ტოლი . . . სამივე გვერდი ჰქონდეთ ტოლი;
გ) იმისათვის, რომ პარალელოგრამი იყოს მართკუთხედი . . . მისი დიაგონალები იყოს 

ტოლი;
დ) იმისათვის, რომ ოთხკუთხედი იყოს მართკუთხედი . . . მისი დიაგონალები იყოს 

ტოლი;
ე) იმისათვის, რომ A⇒B გამონათქვამი იყოს ჭეშმარიტი  . . . A იყოს მცდარი;
ვ) იმისათვის, რომ A∨B გამონათქვამი იყოს ჭეშმარიტი . . .  A იყოს ჭეშმარიტი;
ზ) იმისათვის, რომ A∧B გამონათქვამი იყოს მცდარი . . .  A იყოს მცდარი.

2. ჩასმის შედეგად მიღებული წინადადებების მართებულობა დაასაბუთე დედუქ-
ციის, კონტრმაგალითის ან საწინააღმდეგოს დაშვების მეთოდის გამოყენებით.

3. შეადგინე მართებული  წინადადებები მათემატიკის, მეცნიერებისა და ყოფა-
ცხოვრების სხვადასხვა სფეროდან, რომელთა ჩამოყალიბებაში მონაწილეობას მიიღებს 
სიტყვათა წყობა: „აუცილებელია და არაა საკმარისი“, „საკმარისია და არაა აუცილებელი“, 
„აუცილებელია და  საკმარისი“.

4. ნაშრომი წარმოადგინე პრეზენტაციის სახით, რომელშიც ხაზგასმით წარმოაჩენ: 
•	 რა ფაქტებისა და მეთოდების ცოდნა დაგეხმარა დავალების შესრულებაში;
•	 რა პრაქტიკული გამოყენება აქვს შენ მიერ ჩატარებულ სამუშაოს;
•	 ყოფისა და მეცნიერების რა სფეროებიდან მოიძიე შესაბამისი მაგალითები;
•	 დასაბუთების რა მეთოდები გამოიყენე;
•	 	სასკოლო სახელმძღვანელოს გარდა, კიდევ რა ლიტერატურა დაგჭირდა დავა-

ლების შესასრულებლად.

DO N
OT C

OPY



9

გამონათქვამი არის წინადადება, რომელზეც შეიძლება ითქვას, რომ ის ჭეშმარიტია ან 
მცდარია. მაგალითად,

ა) 9 კენტი რიცხვია; 
ბ) 9 მარტივი რიცხვია.
მოცემული ორივე წინადადება გამონათქვამია, ამასთან, ა) წინადადება ჭეშმარიტია, 

ხოლო ბ) წინადადება – მცდარი.
გამონათქვამებს დიდი ლათინური ასოებით აღვნიშნავთ (თუმცა, შესაბამის ლიტერატუ-

რაში ზოგჯერ პატარა ასოებითაც აღნიშნავენ). 
პირველ რიგში, გავიხსენოთ „ან“ , „და“ კავშირებით და „თუ . . . , მაშინ“ და „მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ“ სიტყვებით ნაწარმოები ლოგიკური ოპერაციები გამონათქვამებზე.
ვთქვათ, A და B მოცემული გამონათქვამებია. 
1. „A ან B“ – გამონათქვამების ჯამი, ანუ დიზიუნქცია, აღინიშნება ჩანაწერით: A+B ან 

A B∨ და ეწოდება გამონათქვამს, რომელიც ჭეშმარიტია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მო-
ცემული A და B გამო ნათქვამებიდან ერთი მაინცაა ჭეშმარიტი. 

მაგალითად, განვიხილოთ გამონათქვამები:
ა) 8<10 ან 3>5;
ბ) 2+3=5 ან 7-1=6;
გ) 52=15 ან 4·6=26. 
ა) გამონათქვამი ჭეშმარიტია, რადგან ჭეშმარიტია მასში შემავალი ერთ-ერთი გამონათ-

ქვამი, ბ) გამონათქვამი ჭეშმარიტია, რადგან ჭეშმარიტია მასში მონაწილე ორივე გამონათ-
ქვამი, ხოლო გ) გამონათქვამი მცდარია, რადგან მცდარია მასში მონაწილე ორივე გამონათ-
ქვამი. 

2. „A და B“ – გამონათქვამების ნამრავლი, ანუ კონიუნქცია, აღინიშნება ჩანაწერით: A·B 
ან A∧B და ეწოდება გამონათქვამს, რომელიც ჭეშმარიტია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 
ჭეშმარიტია ორივე გამონათქვამი. 

მაგალითად, გამონათქვამებიდან:
ა) 8<10 და 3>5;
ბ) 2+3=5 და 7–1=6;
გ) 52=15 და 4·6=26.
ა) გამონათქვამი მცდარია, რადგან ჭეშმარიტია მასში შემავალი მხოლოდ ერთი გამო-

ნათქვამი, ბ) გამონათქვამი ჭეშმარიტია, რადგან ჭეშმარიტია მასში მონაწილე ორივე 
გამონათქვამი, ხოლო გ) გამონათქვამი მცდარია, რადგან მცდარია მასში მონაწილე ორივე 
გამონათქვამი. 

3. „თუ A, მაშინ B“ – პირობითი გამონათქვამი, ანუ იმპლიკაცია, აღინიშნება ჩანაწერით: 
A⇒B ან A→B და ეწოდება გამონათქვამს, რომელიც მცდარია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 
A ჭეშმარიტი, ხოლო B მცდარი გამონათქვამია. 

მაგალითად, გამონათქვამებიდან:
ა) 8<10⇒3>5;
ბ) 2+3=5⇒7–1=6; 
გ) 52=15⇒4·6=26. 

1.1 მოქმედებები გამონათქვამებზე

ლოგიკური მოქმედებების გახსენება,  ჭეშმარიტების 
ცხრილის აგება და გამონათქვამთა ტოლფასობის 
დასადგენად გამოყენება
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მხოლოდ ა) გამონათქვამია მცდარი, რადგან 8<10 ჭეშმარიტი, ხოლო 3>5 მცდარი გამო-
ნათქვამია. 

A⇒Bგამონათქვამში A გამონათქვამს ეწოდება პირობა, ხოლო B გამონათქვამს – დასკვნა. 
A⇒B პირობითი გამონათქვამის წაკითხვის სხვადასხვა ვარიანტი არსებობს. მაგალითად: 

„A-დან გამომდინარეობს B“, „B-სთვის საკმარისია A“, „A-სთვის აუცილებელია B“, „A-ს შედე-
გია B“ და სხვ. 

4. „A მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა B“ – ტოლფასობა, ანუ ეკვივალენცია, აღინიშნება 
ჩანაწერით A⇔B ან A↔B და ეწოდება გამონათქვამს, რომელიც ჭეშმარიტია მაშინ და 
მხოლოდ მაშინ, როცა ორივე გამონათქვამი ჭეშმარიტია, ან ორივე გამონათქვამი მცდარი. 
მაგალითად, გამონათქვამებიდან:

ა) 8<10⇔3>5; 
ბ) 2+3=5⇔7–1=6; 
გ) 52=15⇔4·6=26, 
ა) არის მცდარი გამონათქვამი, რადგან 8<10 ჭეშმარიტი გამონათქვამია, ხოლო 3>5 

მცდარი, ბ) ჭეშმარიტია, რადგან ორივე გამონათქვამი ჭეშმარიტია, ხოლო გ) ჭეშმარიტია, 
რადგან ორივე გამონათქვამი მცდარია. 

განმარტებულ გამონათქვამებს შედგენილი, ანუ რთული გამონათქვამები ეწოდება. 
ასეთი გამონათქვამების მნიშვნელობის დასადგენად ჭეშმარიტების ცხრილები გამოიყენება. 
1-ელი ცხრილით ოთხივე შედგენილი გამონათქვამის ჭეშმარიტების ცხრილი ერთადაა 
წარმოდგენილი. 

A B A∨B A∧B A⇒B A⇔B

ჭ ჭ ჭ ჭ ჭ ჭ
ჭ მ ჭ მ მ მ
მ ჭ ჭ მ ჭ მ
მ მ მ მ ჭ ჭ

ცხრილი 1
 

ორ P და Q გამონათქვამს ეწოდება ტოლფასი, თუ მათ მიერ შედგენილი P⇔Q ტოლფა-
სობა ჭეშმარიტი გამონათქვამია. ტოლფას გამონათქვამებს ერთი და იგივე ჭეშმარიტების 
ცხრილი აქვთ. იმ ფაქტის აღსანიშნავად, რომ P და Q ტოლფასი გამონათქვამებია, P=Q ტო-
ლობას გამოვიყენებთ. 

მაგალითი 1. დავამტკიცოთ, რომ A⇔B და A B B A�� � � �� �  ტოლფასი გამონათქვამე-

ბია. 
დამტკიცება. საკმარისია, შევადგინოთ და შევადაროთ მოცემული გამონათქვამების ჭეშ-

მარიტების ცხრილები.

A B A⇒B B⇒A A B B A�� � � �� � A⇔B

ჭ ჭ ჭ ჭ ჭ ჭ
ჭ მ მ ჭ მ მ
მ ჭ ჭ მ მ მ
მ მ ჭ ჭ ჭ ჭ

ცხრილი 2 
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ვხედავთ, რომ მე-2 ცხრილში A-სა და B-ს ყველა მნიშვნელობისათვის A B B A�� � � �� �  
და A⇔B გამონათქვამების მნიშვნელობები ემთხვევა, რაც მათ ტოლფასობას ნიშნავს. 

მაგალითი 2. მოცემულია ორი გამონათქვამი: 
A: ოთხკუთხედი პარალელოგრამია; 
B: ოთხკუთხედის ორივე დიაგონალი გადაკვეთის წერტილით შუაზე იყოფა.
დავამტკიცოთ, რომ A და B ტოლფასი გამონათქვამებია. ამისათვის საკმარისია ვაჩვე-

ნოთ, რომ ჭეშმარიტია, როგორც A⇒B, ისე მისი შებრუნებული B⇒A გამონათქვამი. 
A⇒B გამონათქვამი სიტყვიერად ნიშნავს:
თუ ოთხკუთხედი პარალელოგრამია, მაშინ ოთხკუთხედის ორივე დიაგონალი გადაკვე-

თის წერტილით შუაზე იყოფა.
თუ A ჭეშმარიტი გამონათქვამია, ანუ თუ ოთხკუთხედი პარალელოგრამია, მაშინ 

პარალელო გრამის თვისების გამო მისი დიაგონალები გადაკვეთის წერტილით შუაზე იყოფა. 
ე.ი. B გამონათქვამიც ჭეშმარიტია და ამიტომ ჭეშმარიტია A⇒B გამონათქვამი. თუ A მცდარი 
გამონათქვამია, მაშინ A⇒B გამონათქვამი განმარტების თანახმადაა ჭეშმარიტი. 

B⇒A გამონათქვამი სიტყვიერად ნიშნავს:
თუ ოთხკუთხედის ორივე დიაგონალი გადაკვეთის წერტილით შუაზე იყოფა, მაშინ 

ოთხკუთხედი პარალელოგრამია.
თუ B ჭეშმარიტი გამონათქვამია, ანუ თუ ოთხკუთხედის ორივე დიაგონალი გადაკვეთის 

წერტილით შუაზე იყოფა, მაშინ პარალელოგრამის ნიშნის თანახმად, ეს ოთხკუთხედი პა-
რალელოგრამია, ე.ი. A გამონათქვამიც ჭეშმარიტია და ამიტომ, ჭეშმარიტია B⇒A გამონა-
თქვამი. თუ B მცდარი გამონათქვამია, მაშინ B⇒A გამონათქვამი განმარტების თანახმადაა 
ჭეშმარიტი. 

დამტკიცებული B=A ტოლფასობა სიტყვიერად შეგვიძლია ასე ჩამოვაყალიბოთ:
ოთხკუთხედი პარალელოგრამია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ ოთხკუთხედის ორივე დია-

გონალი გადაკვეთის წერტილით შუაზე იყოფა. 
ან, რაც იგივეა:
იმისათვის, რომ ოთხკუთხედი პარალელოგრამი იყოს, აუცილებელია და საკმარისი, 

ოთხკუთხედის ორივე დიაგონალი გადაკვეთის წერტილით შუაზე გაიყოს. 
თუ A⇒B პირობით გამონათქვამში პირობას და დასკვნას გადავანაცვლებთ, მივიღებთ 

მოცე მულის შებრუნებულ B⇒A გამონათქვამს. მე-2 ცხრილიდან ჩანს, რომ საზოგადოდ, 
A⇒B და B⇒A ტოლფასი გამონათქვამები არაა.

მაგალითად, ორი გამონათქვამი: 
A: რიცხვი 7-ის ტოლია, 
B: რიცხვი კენტია, 
არაა ტოლფასი გამონათქვამები. მართლაც, A⇒B ჭეშმარიტი გამონათქვამია, რადგან 7 

კენტი რიცხვია, მაგრამ B⇒A მცდარია, რადგან კენტი რიცხვი შეიძლება 7-ის ტოლი არ იყოს.
ბოლოს შევნიშნოთ, რომ A⇒B გამონათქვამის ჭეშმარიტების დასამტკიცებლად საკმარი-

სია ვაჩვენოთ, რომ თუ A ჭეშმარიტია, მაშინ ჭეშმარიტია B-ც, რადგან A-ს მცდარობის შემ-
თხვე ვაში, A⇒B გამონათქვამი B-ს მნიშვნელობისგან დამოუკიდებლადაა ჭეშმარიტი.
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უპასუხე კითხვებს:

1. როგორ წინადადებას ეწოდება გამონათქვამი?
2. რა შემთხვევაშია მცდარი ორი გამონათქვამის ჯამი?
3. რა შემთხვევაშია ჭეშმარიტი ორი გამონათქვამის ნამრავლი?
4. რა კომპონენტებისაგან შედგება პირობითი გამონათქვამი?
5. როგორ გამონათქვამებს ეწოდება ტოლფასი?

სავარჯიშოები

1  ვთქვათ, A ჭეშმარიტი, ხოლო B მცდარი გამონათქვამია. შემდეგი გამონათქვამე-
ბიდან რომელი გამონათქვამებია მცდარი? 
ა) A⇒B; ბ) A∨B; გ) B⇒A; დ) A∧B; ე) A⇔B.

2  დაასაბუთე, რომ ტოლფასია გამონათქვამები:
 ა) A∨B და B∨A; ბ) A∧B და B∧A; გ) A და A∨A; დ) A და A∧A.

3  მაშომ და ლუკამ გამოთქვეს ვარაუდი გამოსახულების მნიშვნელობაზე: 
მაშო: მნიშვნელობა კენტია ან 10-ზე მეტი;
ლუკა: მნიშვნელობა კენტია და 10-ზე მეტი.
დაადგინე, ამ ორი ვარაუდიდან რომელია მცდარი, თუ გამოსახულების მნიშ-
ვნელობა 9-ის ტოლი აღმოჩნდა.

4  მასწავლებლმა ტატოს დაავალა ამოეხსნა, სულ მცირე, 10 მაგალითი ან 5 ამოცანა. 
ტატომ ამოხსნა 12 მაგალითი და 3 ამოცანა. შეასრულა თუ არა ტატომ დავალება?

5  მასწავლებელმა ნიცას დაავალა ამოეხსნა, სულ მცირე, 10 მაგალითი და 5 ამოცანა. 
ნიცამ ამოხსნა 12 მაგალითი და 3 ამოცანა. შეასრულა თუ არა ნიცამ დავალება?

6  კლასში 11 მოსწავლე ქერაა, 8 – ცისფერთვალება, ხოლო 6 – ქერა და ცისფერ-
თვალება. რამდენი მოსწავლეა კლასში ქერა ან ცისფერთვალება? 

7  კლასის 15 მოსწავლე ვარჯიშობს კალათბურთის სექციაში, 12 – ფრენბურთის 
სექციაში, ხოლო 24 – კალათბურთის ან ფრენბურთის სექციებში. რამდენი მოსწავ-
ლე ვარჯიშობს კალათბურთისა და ფრენბურთის სექციაში?

8  მოცემულია ორი წინადადება:
ა) n და m კენტი ნატურალური რიცხვებია;
ბ) n ან m კენტი ნატურალური რიცხვია.
ამ წინადადებებიდან რომელია მცდარი, თუ ცნობილია, რომ n+m კენტი ნატუ-
რალური რიცხვია?

9  შემდეგი პირობითი გამონათქვამებიდან რომლებია ჭეშმარიტი?
ა) თუ 11 ლუწი რიცხვია, მაშინ 12 მარტივი რიცხვია;
ბ) თუ 12 შედგენილი რიცხვია, მაშინ 11 ლუწი რიცხვია;
გ) თუ 3>4 ან 4>3, მაშინ 5>6;
დ) თუ 3>4 და 4>3, მაშინ 5>6.
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10  დაამტკიცე, რომ ნებისმიერი A და B გამონათქვამებისათვის ჭეშმარიტია 
გამონათ ქვამი:
 ა) A⇒(A∨B); ბ) (A∧B)⇒(A∨B); გ) (A⇒B)∨(B⇒A).

11  დაამტკიცე, რომ ნებისმიერი P, Q და R გამონათქვამებისათვის ჭეშმარიტია 
გამონათქვამი:
((P⇒Q)∧(Q⇒R))⇒(P⇒R).

12  დაამტკიცე მოცემული გამონათქვამების ტოლფასობა:
ა) ნატურალური რიცხვი იყოფა 3-ზე;
ბ) ნატურალური რიცხვის ჩანაწერის ციფრთა ჯამი იყოფა 3-ზე.

13  დაამტკიცე მოცემული გამონათქვამების ტოლფასობა;
ა) პარალელოგრამი რომბია;
ბ) პარალელოგრამის დიაგონალები ურთიერთმართობულია.

14  დაადგინე, ტოლფასია თუ არა მოცემული გამონათქვამები:
ა) ოთხკუთხედი რომბია;
ბ) ოთხკუთხედის დიაგონალები ურთიერთმართობულია.

15  მოცემულია ორი გამონათქვამი:
A: რიცხვი 23-ის ტოლია;
B: რიცხვი მარტივია. 
ჩამოაყალიბე A⇒B, B⇒A და A⇔B გამონათქვამები სიტყვიერად და გაარკვიე 
მათი ჭეშმარიტება-მცდარობა.

16  მოცემულია ორი გამონათქვამი:
A: სამკუთხედი მართკუთხაა;
B: სამკუთხედის ორი გვერდის კვადრატების ჯამი მესამე გვერდის კვადრა-
ტის ტოლია.
ჩამოაყალიბე A⇒B, B⇒A და A⇔B გამონათქვამები სიტყვიერად და გაარკვიე 
მათი ჭეშმარიტება-მცდარობა.

17  მოცემულია ორი გამონათქვამი:
A: რიცხვს გამყოფების კენტი რაოდენობა აქვს;
B: რიცხვი სრული კვადრატია.
ჩამოაყალიბე A⇒B, B⇒A და A⇔B გამონათქვამები სიტყვიერად და გაარკვიე 
მათი ჭეშმარიტება-მცდარობა. 

18  დაამტკიცე, რომ ნებისმიერი P, Q და R გამონათქვამისათვის სრულდება ტოლობა:
ა) P∨(Q∧R)=(P∨Q)∧(P∨R); ბ) P∧(Q∨R)=(P∧Q)∨(P∧R).

19
 დაამტკიცე, რომ ნებისმიერი A, B და C სიმრავლისათვის სრულდება ტოლობა:

ა) A (B C)=(A B) (A C); ბ) A (B C)=(A B) (A C).
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განვიხილოთ უტოლობა: x2–6x+8>0. ეს უტოლობა არაა გამონათქვამი, რადგან შეუძლე-
ბელია ვთქვათ, რომ ის ჭეშმარიტია ან მცდარია. მაგრამ, თუ ამ უტოლობაში x-ის ნაცვლად 
ჩავსვამთ 5-ს, მივიღებთ ჭეშმარიტ გამონათქვამს, ხოლო თუ ჩავსვამთ 3-ს, მიღებული გამო-
ნათქვამი იქნება მცდარი. 

ცვლადის (ცვლადების) შემცველ წინადადებას, რომელიც ცვლადის (ცვლადების) 
კონკრეტული მნიშვნელობებით ჩანაცვლების შემდეგ გამონათქვამად გადაიქცევა, 
ცვლადიანი გამონათქვამი, ანუ პრედიკატი ეწოდება. 

ცვლადიან გამონათქვამში, მისი შინაარსიდან გამომდინარე, ცვლადი შეიძლება იღებდეს 
როგორც რიცხვით, ისე სხვა სახის მნიშვნელობებს. მაგალითად:

ა) „x კენტი რიცხვია“ პრედიკატის შემთხვევაში x ცვლადი ღებულობს რიცხვით მნიშვნე-
ლობებს;

ბ) „x ოთხკუთხედი პარალელოგრამია“ პრედიკატში x ოთხკუთხედების სიმრავლის ელე-
მენტია; 

გ) „x კენტი ფუნქციაა“ პრედიკატში x რიცხვით ფუნქციათა სიმრავლის ელემენტია. 
პრედიკატი შეიძლება რამდენიმე ცვლადიანი იყოს. მაგალითად, ჩანაწერი „x2+y2=1“ 

ორცვლადიანი, ხოლო „x2+y2=z2“ სამცვლადიანი პრედიკატია. 
პრედიკატის, ანუ ცვლადიანი გამონათქვამის აღნიშვნაში ცვლადებს უთითებენ. მაგა-

ლითად, A(x): 2x=3, ან A(x;y;z): x2+y2=z2.
ცვლადის (ცვლადების) ყველა იმ მნიშვნელობათა ერთობლიობას, რომელთათვისაც 

ცვლადიანი გამონათქვამი ჭეშმარიტი გამონათქვამია, ცვლადიანი გამონათქვამის 
ჭეშმარიტების არეს უწოდებენ. მაგალითად, „x2–6x+8>0“ ცვლადიანი გამონათქვამის 
ჭეშმარიტების არეა ��� � � ��� �;2 4; სიმრავლე (ახსენი, რატომ?).

ტოლი ჭეშმარიტების არის მქონე ცვლადიან გამონათქვამებს ტოლფასი ცვლადიანი გა-
მონათქვამები ეწოდება. მაგალითად, „x2–1=0“ და „|x|=1“ ტოლფასი ცვლადიანი გამონათქვა-
მებია, რადგან ორივეს ჭეშმარიტების არეა {–1; +1} სიმრავლე. 

მაგალითი. მოცემულია ორი ცვლადიანი გამონათქვამი: A: 2x+3>7; B: 5–3x>–4. 
დავადგინოთ A B∧ და A B∨  გამონათქვამთა ჭეშმარიტების არეები. 

ამოხსნა. A B∧ ნამრავლი ჭეშმარიტია ნიშნავს, ჭეშმარიტია როგორც A, ისე B უტოლობა. 

ეს კი მაშინ და მხოლოდ მაშინ მოხდება, როცა x არის 
2x 3 7
5 3x 4

� �
� � �

�
�
�

 სისტემის ამონახსნი, ანუ 

x ;3 2; 2;3 .� ��� � � ��� � � � �
A B∨  ჯამი ჭეშმარიტია ნიშნავს, ჭეშმარიტია A ან B უტოლობა. ეს კი მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ მოხდება, როცა x არის 
2x 3 7
5 3x 4

� �
� � �

�

�
�  გაერთიანების ამონახსნი, ანუ 

x ;3 2;� ��� � � ��� � � (–∞; +∞).

პასუხი. A∧B-ს ჭეშმარიტების არეა (2;3) შუალედი, A∨B-ს ჭეშმარიტების არეა 
(–∞; + ∞) შუალედი.

1.2 ცვლადიანი გამონათქვამი (პრედიკატი)

ცვლადიანი გამონათქვამების  ჭეშმარიტების არისა და 
ტოლფასობის ცნებათა  განმარტება და გამოყენება
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უპასუხე კითხვებს:

1. არის თუ არა პრედიკატი გამონათქვამი?
2. რა არის პრედიკატის ჭეშმარიტების არე?
3. რა შემთხვევაშია ორი პრედიკატი ტოლფასი?

სავარჯიშოები

1  მოცემული სამეულებიდან რომელი ეკუთვნის „x2+y2=z2“ პრედიკატის ჭეშმარიტების 
არეს?
ა) 1,   2,   3; ბ) 2,  3,  4; გ) 3,  4,  5; დ) 5,  6,  7.

2  იპოვე ცვლადიანი გამონათქვამის ჭეშმარიტების არე:
ა) x2–4=0; ბ) x2–4x+3=0; გ) x2–8x+15≤0; დ) x2≥8.

3  იპოვე ცვლადიანი გამონათქვამის ჭეშმარიტების არე:
ა) ნატურალური რიცხვის ჩანაწერი ბოლოვდება 0-ით;  
ბ) ნატურალური რიცხვის ჩანაწერი ბოლოვდება 0-ით ან 5-ით;  
გ) ნატურალური რიცხვის ჩანაწერი ბოლოვდება ლუწი ციფრით;
დ) ნატურალური რიცხვის ჩანაწერი ბოლოვდება კენტი ციფრით.

4  მოცემულია ორი ცვლადიანი გამონათქვამი:
A: 2x–1>7; B: 3x+5<8.
იპოვე A∧B და A∨B ცვლადიანი გამონათქვამების ჭეშმარიტების არეები.

5  მოცემულია ორი ცვლადიანი გამონათქვამი:
A: 4x–y=3; B: 2x+y=9.
იპოვე A∧B  და A∨B ცვლადიანი გამონათქვამების ჭეშმარიტების არეები.

6  მოცემულია ორი ცვლადიანი გამონათქვამი:
A: y+2x≥4; B: x–3y≥6.
საკოორდინატო სიბრტყეზე დაშტრიხე A∧B და A∨B ცვლადიანი გამონათქვამების 
ჭეშმარიტების არეები.

7  მოცემულია ორი ცვლადიანი გამონათქვამი:
A: x2+y2≤4; B: x2+y2≥1.
საკოორდინატო სიბრტყეზე დაშტრიხე A∧B  და A∨B ცვლადიანი გამონათქვამების 
ჭეშმარიტების არეები.

8  მოცემულია სამი გამონათქვამი:
A: ოთხკუთხედის დიაგონალები ტოლია;
B: ოთხკუთხედის დიაგონალები ურთიერთმართობულია;
C: ოთხკუთხედი კვადრატია.
ჩამოაყალიბე სიტყვიერად და დაადგინე (A∧B)⇒C პირობითი გამონათქვამის ჭეშ-
მარიტების არე. 
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განვიხილოთ ორი გამონათქვამი:
A: „სამკუთხედი ტოლფერდაა“
B: „სამკუთხედი არაა ტოლფერდა“
ცხადია, რომ თუ ჭეშმარიტია A გამონათქვამი, მაშინ მცდარია B გამონათქვამი და პი-

რიქით, თუ მცდარია A გამონათქვამი, მაშინ ჭეშმარიტია B გამონათქვამი. მოცემულ B 
გამონათ ქვამს A გამონათქვამის უარყოფა ეწოდება. 

განმარტება. A გამონათქვამის უარყოფა ეწოდება ისეთ გამონათქვამს, რომელიც ჭეშმა-
რიტია, თუ A მცდარია და მცდარია, თუ A ჭეშმარიტია. 

A გამონათქვამის უარყოფა A  ან ¬A ჩანაწერით აღინიშნება. 

ქვემოთ მოყვანილ ცხრილში მოცემულია გამონათქვამისა და მისი უარყოფის მაგა-
ლითები:

A A
11 კენტი რიცხვია. 11 არაა კენტი რიცხვი.
სირაქლემა ფრინველია. სირაქლემა არაა ფრინველი.
თბილისი საქართველოს დედაქალაქია. თბილისი არაა საქართველოს დედაქალაქი.

არსებობენ მფრინავი თევზები.
არ არსებობენ მფრინავი თევზები ან
არცერთი თევზი არ ფრენს.

ყველა ფრინველმა იცის ფრენა.
არსებობს ფრინველი რომელმაც არ იცის 
ფრენა.

ამრიგად, როგორც განხილული მაგალითებიდან ჩანს, A და A  გამონათქვამე ბიდან ერთი-

ერთი ჭეშმარიტია, მეორე კი – მცდარი. 
გამონათქვამის უარყოფის საწარმოებლად ვიყენებთ ნაწილაკს „არ“ (ან „არა“), მაგრამ, თუ 

გამონათქვამი უკვე შეიცავს „არ“ ნაწილაკს, მაშინ ამ გამო ნათქვამის უარყოფისათვის ეს ნა-
წილაკი უნდა გამოვტოვოთ. მაგალითად, გამო ნათქვამის „მე არ ვიყავი სკოლაში“ უარყოფა 
იქნება „მე ვიყავი სკოლაში“.

ზოგჯერ უარყოფას არასწორად აწარმოებენ. მაგალითად, არის თუ არა გამონათქვამის 
„სამ კუთხედი ბლაგვკუთხაა“ უარყოფა „სამკუთხედი მახვილკუთხაა”? მართალია, ორივე ეს გა-
მონათქვამი ჭეშმარიტი ერთდროულად ვერ იქნება, მაგრამ თუ სამკუთხედი მართკუთხაა, მა-
შინ ორივე გამონათქვამი მცდარი აღმოჩნდება, რაც ეწინააღმდეგება უარყოფის განმარტებას. 

ცხრილში მოცემული გამონათქვამი „ყველა ფრინველმა იცის ფრენა“, მცდარი გამონათ-
ქვამია. ამის დასამტკიცებლად არაა საკმარისი მისი უარყოფის „არსებობს ფრინველი, 
რომელმაც არ იცის ფრენა“ ჩამოყალიბება. საჭიროა მოვიყვანოთ ერთი მაინც ისეთი 
ფრინველის მაგალითი, რომელმაც არ იცის ფრენა. ასეთია, მაგალითად, პინგვინი. ამ 
შემთხვევაში ვიტყვით, რომ პინგვინი არის გამონათქვამის „ყველა ფრინველმა იცის ფრენა“ 
მცდარობის დამამტკიცებელი კონტრმაგალითი. 

ცხრილში გამონათქვამები და მათი მცდარობის დამამტკიცებელი კონტრმაგალითებია 
მოცემული.

1.3 გამონათქვამის უარყოფა. კონტრმაგალითი

გამონათქვამის უარყოფის კონსტრუქციის აგება; 
გამონათქვამის მცდარობის კონტრმაგალითის მეთოდით 
დამტკიცება; „და“ და „ან“ კავშირების უარყოფის ფორმულები.
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გამონათქვამი კონტრმაგალითი
ყველა ყვავილი სურნელოვანია. გვირილა არ არის სურნელოვანი.
ყველა ცხოველი ძუძუმწოვარაა. ნიანგი არაა ძუძუმწოვარა.
ყველა გზა რომში მიდის. თბილისი-კოჯრის გზა რომში არ მიდის.
ყველა ჩემი კლასელი ფრიადოსანია. ჩემი კლასელი გოჩა არაა ფრიადოსანი.
ყველა მარტივი რიცხვი კენტია. 2 მარტივია და ლუწი.
ნებისმიერი მთელი რიცხის კვადრატი დადებითია. 02=0.
ნებისმიერი შედგენილი რიცხვი ლუწია. 15 შედგენილია და კენტი.

განვიხილოთ „ან“ და „და“ კავშირებით ნაწარმოები გამონათქვამები:
ა) „მე წავალ კინოში ან წავალ თეატრში“;
ბ) „მე წავალ კინოში და წავალ თეატრში“.
იმისათვის, რომ ა) გამონათქვამი არ განხორციელდეს, ანუ იყოს უარყოფილი, არ უნდა 

წავიდე არც კინოში და არც თეატრში. ე.ი. ა) გამონათქვამის უარყოფაა „არ წავალ კინოში და 
არ წავალ თეატრში“. 

 იმისათვის, რომ ბ) გამონათქვამი არ განხორციელდეს, ანუ იყოს უარყოფილი, საკმარისია, 
არ წავიდე ერთგან მაინც, ანუ არ წავიდე კინოში ან არ წავიდე თეატრში. ე.ი. ბ) გამონათ-
ქვამის უარყოფაა „არ წავალ კინოში ან არ წავალ თეატრში“. 

ნებისმიერი A და B გამონათქვამებისთვის ადგილი აქვს შემდეგ ფორმულებს:
A B A B; A B A B� � � � � � ;

ამ ფორმულების დასამტკიცებლად საკმარისია შევადგინოთ და შევადაროთ შესაბამისი 
ჭეშმარიტების ცხრილები (შეადგინე დამოუკიდებლად). 

A B⇒ გამონათქვამს A⇒B გამონათქვამის მოპირდაპირე გამონათქვამი ეწოდება. ჭეშ-

მარიტების ცხრილების საშუალებით მტკიცდება შემდეგი ფორმულა: 

A B B A�� � � �� � .
სიტყვიერად ეს ფორმულა ასე ყალიბდება: პირობითი გამონათქვამის მოპირდაპირე გა-

მონათქვამი მისი შებრუნებულის ტოლფასია.
თუ ამ ფორმულაში პირობას და დასკვნას ადგილებს შევუცვლით, მივიღებთ: 

B A A B�� � � �� � .

ანუ, პირობითი გამონათქვამი მისი შებრუნებულის მოპირდაპირე გამონათქვამის ტოლ-
ფასია.

 მაგალითად, გამონათქვამის: 
„თუ პარალელოგრამში დიაგონალები ტოლია, მაშინ პარალელოგრამი მართკუთხედია“ 

ტოლფასი გამონათქვამია:
„თუ პარალელოგრამი მართკუთხედი არაა, მაშინ პარალელოგრამის დიაგონალები ტოლი 

არაა“. 

უპასუხე კითხვებს:

1. რა შემთხვევაშია მოცემული გამონათქვამის უარყოფა ჭეშმარიტი? მცდარი?
2. რის ტოლია ორი გამონათქვამის ჯამის უარყოფა? ნამრავლის უარყოფა?
3. რა არის მოპირდაპირე პირობითი გამონათქვამი?
4. რისი ტოლფასია მოპირდაპირე გამონათქვამის შებრუნებული?
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სავარჯიშოები

1  შეადგინე გამონათქვამის უარყოფის ჭეშმარიტების ცხრილი.

2  ჩამოაყალიბე მოცემულის საწინააღმდეგო გამონათქვამი:
ა) ბეღურა ფრინველია; ბ) ქეთინო ფრიადოსანია;
გ) ბათუმი საქართველოს დედაქალაქია; დ) 9 არის 18-ის ჯერადი;
ე) დღეს კინოში მივდივარ.

3  მოცემული გამონათქვამისთვის შეადგინე მისი უარყოფა. დაადგინე მათგან რომე-
ლია ჭეშმარიტი და რომელი მცდარი:
ა) 57 მარტივი რიცხვია;
ბ) 13-ს მხოლოდ ორი გამყოფი აქვს; 
გ) 105 უნაშთოდ იყოფა 7-ზე;
დ) არ არსებობს 7, 8 და 15 სანტიმეტრიანი გვერდების მქონე სამკუთხედი;
ე) არ არსებობს მრავალკუთხედი, რომლის შიგა კუთხეების ჯამი 1440°-ის ტო-
ლია. 

4  მოცემულია ორი გამონათქვამი: 
A: სამკუთხედი ტოლფერდაა; B: სამკუთხედი მართკუთხაა.
დაასაბუთე, რომ B გამონათქვამი არ არის A გამონათქვამის უარყოფა;

5  დაასაბუთე გამონათქვამის მცდარობა კონტრმაგალითის მოყვანით: 
ა) ყოველი ნატურალური რიცხვი მარტივია ან შედგენილი;
ბ) ყოველი შედგენილი ნატურალური რიცხვი იყოფა 2-ზე ან 3-ზე;
გ) ყველა რიცხვი რაციონალურია;
დ) ნებისმიერ მართკუთხედში ჩაიხაზება წრე.

6  შეადგინე მოცემული გამონათქვამის უარყოფა: 
ა) ყოველი რიცხვი რაციონალურია ან ირაციონალური;
ბ) ყოველი კვადრატი რომბია და მართკუთხედია;
გ) ყველა სპორტსმენი სწრაფია და მოქნილი;
დ) ყველა ფრინველს შეუძლია ცურვა ან ფრენა. 

7  დაასაბუთე, რომ ნებისმიერი A გამონათქვამისთვის A A⋅  მცდარი, ხოლო A + A  
ჭეშმარიტი გამონათქვამია.

8  დაამტკიცე, რომ ნებისმიერი A და B გამონათქვამებისთვის A⇒B პირობითი გა-
მონათქვამი A ∨B გამონათქვამის ტოლფასია. 

9  დაასაბუთე, რომ ნებისმიერი A და B გამონათქვამებისთვის ჭეშმარიტია 
(A⇒B)∨(B⇒A) გამონათქვამი.

10  მოცემულია ცვლადიანი გამონათქვამი: „ნებისმიერი n ნატურალური რიცხ-
ვისთვის n2+5n+1 კენტი რიცხვია“. შეადგინე ამ გამონათქვამის უარყოფა და 
დაადგინე, რომელი მათგანია ჭეშმარიტი. 

DO N
OT C

OPY



19

1.4 გამონათქვამები მათემატიკაში

მათემატიკური გამონათქვამების დახასიათება; თეორემის 
დამტკიცების მეთოდების განხილვა

მათემატიკაში ძირითადად სამი სახის გამონათქვამი გვხვდება: განმარტება, აქსიომა და 
თეორემა. ეს გამონათქვამები მათემატიკური ცნებების თვისებებსა და ამ ცნებებს შორის 
კავ შირებს აყალიბებს. 

განმარტება ისეთი გამონათქვამია, რომლის მეშვეობით ამა თუ იმ ცნების შინაარსი გად-
მოიცემა. განმარტება ადრე განმარტებულ ან განმარტების გარეშე მიღებულ ე.წ. საწყის ცნე-
ბებს იყენებს. მისი საშუალებით ახალი ცნების სახელდება ხდება. ამიტომ მისი ჭეშმარიტება 
დამტკიცებას არ საჭიროებს. 

მაგალითად, განვიხილოთ წრეწირის მხების განმარტება:
„წრფეს, რომელსაც წრეწირთან ერთადერთი საერთო წერტილი აქვს, წრეწირის მხები 

ეწოდება“. 
მოცემულ განმარტებაში ნახსენები წრფე და წერტილი გეომეტრიის საწყისი ცნებებია, 

ხოლო წრეწირი მანამდე განმარტებული ცნებაა, რომლის განმარტებაში, თავის მხრივ, წერ-
ტილის, სიბრტყის, სიმრავლისა და მანძილის საწყისი ცნებები გამოიყენება (გაიხსენე ეს 
განმარტება). 

აქსიომა დაუმტკიცებლად ჭეშმარიტად მიჩნეული გამონათქვამია, რომლის მეშვეობით 
საწყისი ცნებების თვისებები და მათ შორის კავშირები გადმოიცემა. 

მაგალითად, აქსიომა:
„ორ წერტილზე გაივლება წრფე და ამასთან, მხოლოდ ერთი“.

ორ წერტილსა და წრფეს შორის მიმართებას ამყარებს. ამ აქსიომის შედეგია, რომ წრფე შე-
გვიძლია ორი ასოთი აღვნიშნოთ: AB წრფე, სწორედ ის ერთადერთი წრფეა, რომელიც A და 
B წერტილზე გაივლება. 

თეორემა პირობითი გამონათქვამია, რომლის ჭეშმარიტება დამტკიცებას საჭიროებს. 
როგორც ყველა პირობითი გამონათქვამი, თეორემა ორი ნაწილისგან, პირობისა და დას-

კვნისაგან შედგება. თეორემის დამტკიცება პირობის ჭეშმარიტებიდან დასკვნის ჭეშმარიტე-
ბის გამოყვანას გულისხმობს. ამის მისაღწევად აქსიომებს, უკვე დამტკიცებულ თეორემებსა 
და ლოგიკის კანონებზე დამყარებულ მსჯელობას ვიყენებთ. 

განვიხილოთ ორი მაგალითი:
თეორემა 1. პარალელოგრამის მოპირდაპირე გვერდები ტოლია.
ეს თეორემა, ერთი შეხედვით, პირობითი გამონათქვამის სახით არაა ჩამოყალიბებული, 

მაგრამ, ცხადია, პირობაა, რომ ობიექტი, რომელზეც არის საუბარი – პარალელოგრამია, 
ხოლო დასკვნა მისი მოპირდაპირე გვერდების ტოლობაა. ამიტომ ამ თეორემის პირობითი 
გამონათქვამის სახით ჩამოყალიბება შემდეგნაირად შეგვიძლია: 

„თუ ოთხკუთხედი პარალელოგრამია, მაშინ ოთხკუთხედის მოპირდაპირე გვერდები 
ტოლია“.

ასე ჩამოყალიბებულ თეორემაში პირობაა გამონათქვამი:
P: „ოთხკუთხედი პარალელოგრამია“,
ხოლო დასკვნა: 
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Q: „ოთხკუთხედის მოპირდაპირე გვერდები ტოლია“.
ჩამოვთვალოთ ამ თეორემის დამტკიცების საფეხურები:
1. ვთქვათ, ABCD ოთხკუთხედი პარალელოგრამია (პირობის ჭეშმარიტების დაშვება); 
2. AB||CD, AD||BC (პარალელო გრამის განმარტება);
3. ∠BAC=∠ACD, ∠ACB=∠CAD (თეორემა ორი პარალელური წრფის მესამით გადაკვე-

თისას მიღებული შიგა ჯვარედინი კუთხეების ტოლობის შესახებ);
4. ∆ABC=∆CDA (სამკუთხედების ტოლობის ნიშანი გვერდითა და მასთან მდებარე ორი 

კუთხით);
5. AD=BC და AB=CD (თეორემა ტოლ სამკუთხედებში შესაბამისი გვერდების ტოლობის 

შესახებ).
ჩატარებული მსჯელობით თეორემა დამტკიცებულია, რადგან დაშვებიდან, რომ P ჭეშმა-

რიტი გამონათქვამია, გამოვიყვანეთ Q გამონათქვამის ჭეშმარიტება, რაც, როგორც 1.1 პა-
რაგრაფიდან ვიცით, P⇒Q პირობითი გამონათქვამის ჭეშმარიტებას ნიშნავს. 

ლოგიკური ჯაჭვი, რომელიც ამ დამტკიცებაშია გამოყენებული, ასე გამოიყურება:
1⇒2⇒3⇒4⇒5

დამტკიცების განხილულ მეთოდს დედუქციური მეთოდი ეწოდება. ამავე მეთოდით 
მტკიცდება მოცემული თეორემის შებრუნებული თეორემა, რომელიც მოცემული 
P⇒Q პირობითი გამონათქვამის შებრუნებული Q⇒P გამონათქვამია (დაამტკიცე 
დამოუკიდებლად.)

თეორემა 2. ორი განსხვავებული წრფე არაუმეტეს ერთ წერტილში იკვეთება. 
პირველ რიგში, თეორემა პირობითი გამონათქვამის სახით ჩამოვაყალიბოთ:
„თუ ორი წრფე განსხვავებულია, მაშინ წრფეთა საერთო წერტილების რაოდენობა 1-ს არ 

აღემატება“.
ასე ჩამოყალიბებულ თეორემაში პირობაა: 
P: ორი წრფე განსხვავებულია;
ხოლო დასკვნა:
Q: წრფეების საერთო წერტილთა რაოდენობა 1-ს არ აღემატება. 
თეორემის, ანუ P⇒Q გამონათქვამის დამტკიცების მაგივრად შეგვიძლია დავამტკიცოთ 

შებრუნებულის მოპირდაპირე Q P⇒  გამონათქვამი, რომელიც, როგორც ვიცით, მოცე-

მული გამონათქვამის ტოლფასია. ჩამოვაყალიბოთ ეს გამონათქვამი:
„თუ წრფეების საერთო წერტილთა რაოდენობა 1-ს აღემატება, მაშინ ეს წრფეები 

განსხვავებული არაა“.
დამტკიცება უშუალოდ ზემოთ ჩამოყალიბებული აქსიომიდან გამომდინარეობს, რადგან, 

თუ წერტილთა რაოდენობა ორი მაინცაა, ამ წერტილებზე ერთადერთი წრფე გაივლება. 
დამტკიცების განხილულ მეთოდს საწინააღმდეგოს დაშვების მეთოდი ეწოდება.

უპასუხე კითხვებს:

1. რა სახის გამონათქვამები გვხვდება მათემატიკაში?
2. რატომ არ სჭირდება განმარტებას დამტკიცება?
3. რა არის თეორემა?
4. რაში მდგომარეობს თეორემის დამტკიცების დედუქციური მეთოდი? 
5. ლოგიკის რომელ ფორმულას ეფუძნება დამტკიცების საწინააღმდეგოს დაშვების 
მეთოდი?
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სავარჯიშოები

1  ჩამოაყალიბე მოცემული თეორემა პირობითი გამონათქვამის სახით და გაარკვიე, 
რომელი მათგანის შებრუნებული გამონათქვამია ჭეშმარიტი:
ა) ოთხკუთხედის შიგა კუთხეების ჯამი 360 გრადუსის ტოლია; 
ბ) 7-ის ჯერადი რიცხვების ჯამი 7-ის ჯერადია;
გ) ტოლფერდა ტრაპეციაში ფუძესთან მდებარე კუთხეები ტოლია;   
დ) ტოლფერდა სამკუთხედში ფუძის მედიანა სიმაღლეს წარმოადგენს. 

2  მოცემულია თეორემა:
„პარალელოგრამში მოპირდაპირე კუთხეები ტოლია“.
ა) ჩამოაყალიბე მოცემული თეორემა პირობითი გამონათქვამის სახით;
ბ) ჩამოაყალიბე შებრუნებული თეორემა;
გ) დაამტკიცე ჩამოყალიბებული თეორემები;
დ) გააერთიანე ჩამოყალიბებული თეორემები ტოლფასობის სახით.

3  მოცემულია თეორემა: „პარალელოგრამის დიაგონალების გადაკვეთის წერტილი 
თითოეულ დიაგონალს ორ ტოლ ნაწილად ყოფს“.
ა) ჩამოაყალიბე მოცემული თეორემა პირობითი გამონათქვამის სახით; 
ბ) ჩამოაყალიბე მოცემულის შებრუნებული თეორემა;
გ) დაამტკიცე ჩამოყალიბებული თეორემები;
დ) გააერთიანე ჩამოყალიბებული თეორემები ტოლფასობის სახით.

4  მოცემულია თეორემა: „ტოლი კათეტების მქონე მართკუთხა სამკუთხედების ჰიპო-
ტენუზები ტოლია“. დაამტკიცე მოცემული თეორემა;
ჩამოაყალიბე მოცემული თეორემის შებრუნებული გამონათქვამი და გაარკვიე 
მისი მართებულობის საკითხი.

5  მოცემულია თეორემა: „კვადრატის დიაგონალები ტოლი და ურთიერთ მართო-
ბულია“. დაამტკიცე მოცემული თეორემა;
ჩამოაყალიბე მოცემული თეორემის შებრუნებული გამონათქვამი და გაარკვიე 
მისი მართებულობის საკითხი;
ჩამოაყალიბე მოცემული თეორემის შებრუნებულის საპირისპირო თეორემა.            

6  დაამტკიცე მოცემული თეორემა საწინააღმდეგოს დაშვების მეთოდით:
ა) თუ n2 კენტი რიცხვია, მაშინ n  კენტი რიცხვია;
ბ) თუ რიცხვი n არ იყოფა 15-ზე, მაშინ n არ იყოფა 3-ზე ან 5-ზე;
გ) თუ n და p 1-ზე მეტი ნატურალური რიცხვებია და ამასთან, p არის n-ის 1-ისგან 
განსხვავებულ გამყოფებს შორის უმცირესი, მაშინ p მარტივი რიცხვია.

7  მოცემულია თეორემა: თუ სამკუთხედის მედიანით გვერდი ამავე  მედიანის ტოლ 
ნაწილებად გაიყო, მაშინ სამკუთხედი მართკუთხაა. 
ა) დაამტკიცე მოცემული თეორემა;
ბ) ჩამოაყალიბე და დაამტკიცე მოცემული თეორემის შებრუნებული თეორემა;
გ) გააერთიანე მოცემული თეორემები ერთ თეორემად ტოლფასობის სახით.

8  საწინააღმდეგოს დაშვების მეთოდით დაამტკიცე თეორემა:
„მარტივ რიცხვთა სიმრავლე უსასრულოა“.
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ტესტი თვითშემოწმებისათვის №1

1  ვთქვათ, A და B ჭეშმარიტი გამონათქვამებია. შემდეგი გამონათქვამებიდან რო-
მელი იქნება მცდარი?
ა) A∧B; ბ) A∨B; გ) A B⇒ ; დ) B A⇒ .

2  მოცემული გამონათქვამებიდან რომელია A⇒B გამონათქვამის ტოლფასი?
ა) A∨B; ბ) A∧B; გ) B A⇒ ; დ) A B⇒ .

3  მოცემულია გამონათქვამი: „თუ m და n ნატურალური 7-ის ჯერადი რიცხვებია, 
მაშინ m+n ჯამი 7-ის ჯერადი რიცხვია“. შემდეგი გამონათქვამებიდან, რომელია 
მოცემული გამონათქვამის ტოლფასი?
ა) თუ m ან n არაა 7-ის ჯერადი რიცხვი, მაშინ m+n არაა 7-ის ჯერადი რიცხვი;
ბ) თუ m+n არაა 7-ის ჯერადი რიცხვი, მაშინ m ან n არაა 7-ის ჯერადი რიცხვი;
გ) თუ m+n არაა 7-ის ჯერადი რიცხვი, მაშინ m და n არაა 7-ის ჯერადი რიცხვები;
დ) თუ m და n არაა 7-ის ჯერადი რიცხვები, მაშინ m+n არაა 7-ის ჯერადი რიცხვი.

4  მოცემულია გამონათქვამი: „ლიმონი მრგვალია და ყვითელი“. შემდეგი გამონა-
თქვამებიდან რომელია ამ გამონათქვამის უარყოფა?
ა) ლიმონი მრგვალი არაა ან ყვითელი არაა;
ბ) ლიმონი ზოგჯერ ნარინჯისფერია;
გ) ლიმონი არც მრგვალია და არც ყვითელი;
დ) თუ მრგვალია და ყვითელია, მაშინ ლიმონია.

5  მოცემულია გამონათქვამი: „თუ ოთხკუთხედი რომბიცაა და მართკუთხედიც, 
მაშინ ოთხკუთხედი კვადრატია.“ შემდეგი გამონათქვამებიდან რომელია ამ 
გამონათქვამის ტოლფასი:
ა) თუ ოთხკუთხედი არც რომბია და არც კვადრატი, მაშინ ოთხკუთხედი ტრაპეციაა;
ბ) თუ ოთხკუთხედი არაა კვადრატი, მაშინ ოთხკუთხედი არც რომბია და არც 
მართკუთხედი;
გ) თუ ოთხკუთხედი არაა კვადრატი, მაშინ ოთხკუთხედი რომბი არაა ან მართ-
კუთხედი არაა;
დ) კვადრატი ან რომბი არაა, ან მართკუთხედი არაა.

6  მოცემულია გამონათქვამი: „თუ ნატურალური რიცხვის კვადრატის ბოლო ციფ-
რია 1, მაშინ ამ რიცხვის ბოლო ციფრიც არის 1“. შემდეგი ტოლობებიდან, რომე-
ლია მოცემული გამონათქვამის კონტრმაგალითი?
ა) 12=1; ბ) 112=121; გ) 132=169; დ) 92=81.

7  შეადგინე ორი გამონათქვამის ჯამის (დიზიუნქციის) ჭეშმარიტობის ცხრილი.

8  შეადგინე პირობითი გამონათქვამის (იმპლიკაციის) ჭეშმარიტობის ცხრილი.

9  დაამტკიცე, რომ ნებისმიერი A გამონათქვამისათვის მცდარია გამონათქვამი:
A A A A� � � .

10  მოცემულია ორი პირობითი გამონათქვამი:
A: თუ მირიანი ფეხბურთელია, მაშინ გიორგიც ფეხბურთელია;
B: თუ შიო ფეხბურთელია, მაშინ გიორგიც ფეხბურთელია.
დაადგინე, რომელია ფეხბურთელი, თუ ცნობილია, რომ A მცდარი და B 
ჭეშმარიტი გამონათქვამია.
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ამ თავში გაიმეორებ:
 � რაციონალური რიცხვის ჩაწერის სხვადასხვა ფორმას;
 � წილადის პერიოდულ ათწილადად წარმოდგენას და 
პერიოდული ათწილადის ჩაწერას წილადის სახით;

 � ათწილადის თანრიგობრივ შესაკრებთა ჯამად 
წარმოდგენას;

 � ირაციონალური რიცხვის, როგორც არაპერიოდული 
ათწილადის სტრუქტურას;

 � ირაციონალური რიცხვის რაციონალური რიცხვით 
მოცემული სიზუსტით მიახლოებას;

 � ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეს, როგორც უსასრულო 
პერიოდული და არაპერიოდული ათწილადების 
ერთობლიობას;

 � რაციონალური ხარისხის თვისებებს.

ამ თავში გაეცნობი:
 � მოქმედებების წარმოებას ირაციონალურ რიცხვებზე;
 � რთული პროცენტის ფორმულის გამოყენებას საფინანსო 
საქმიანობასთან დაკავშირებული ამოცანების 
ამოსახსნელად. 

თავის შესწავლის შემდეგ შეძლებ:
 � რაციონალური რიცხვების სხვადასხვა ფორმით ჩაწერას;
 � პერიოდული ათწილადის წილადის სახით წარმოდგენას;
 � ირაციონალური რიცხვების ამოცნობას;
 � კალკულატორის გამოყენებას ირაციონალურ 
რიცხვებზე არითმეტიკული მოქმედებების მოცემული 
სიზუსტით გამოსათვლელად;

 � ყოველწლიური მუდმივი შენატანის შემთხვევაში 
ანგარიშზე დაგროვილი თანხის რაოდენობის დადგენას;

 � სესხის დასაფარი წლიური გადასახადის დადგენას.

გუსტავ პეტერ დირიხლე
1805-1859 წწ.

გერმანელი მათემატიკოსი, 
თანამედროვე რიცხვთა 

თეორიის ერთ-ერთი 
ფუძემდებელი

კომპლექსური დავალება 
„საბანკო სესხის წლიური გადასახადის გამოთვლა“ 

თანამედროვე მსოფლიოში ადამიანის საქმიანობის ყველა სფეროში მნიშვნელოვანი 
ადგილი ფინანსებს უკავია. ფინანსები განსაზღვრავს მრეწველობის, სოფლის მეურნე-
ობის, მეცნიერების, განათლების, თავდაცვის, მედიცინისა და სპორტის მიღწევებსა 
და განვითარების დინამიკას. საფინანსო ორგანიზაციების სწორად წარმართულ 
და ოპტიმალურად გათვლილ მოქმედებებზეა დიდწილად დამოკიდებული ქვეყნის 
ეკონომიკური პროგრესი. 

ფინანსურ საქმიანობაში, ნებსით თუ უნებლიეთ, ყველა ადამიანია ჩართული: 
დაწყებული ბავშვიდან, რომელიც მაღაზიაში 1 ლარად კანფეტს ყიდულობს, 
დამთავრებული ბიზნესმენით, რომელიც ბანკიდან რამდენიმემილიონიან სესხს იღებს. 

თავი 2. ნამდვილი რიცხვები
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ამიტომ მნიშვნელოვანია, რომ ყველა მოქალაქე ფლობდეს საფინანსო საქმიანობის 
ელემენტარულ უნარ-ჩვევებს, როგორებიცაა, მაგალითად, ამა თუ იმ პროდუქტზე 
პროცენტული ფასდაკლების ან/და ფასნამატის გამოთვლა, ბანკში ანაბარზე შეტანილი 
თანხის ნამატის გამოთვლა, ბანკიდან ასაღები სესხის პირობების ანალიზი, სესხის პროცენტის 
მიხედვით წლიური გადასახადის დადგენა და სხვ.

განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია კარგად გავარკვიოთ აღებული სესხის დაფარვის 
პირობები და მოვარგოთ ის ჩვენს ფინანსურ შესაძლებლობებს, რათა არ აღმოვჩნდეთ 
ფინანსური კოლაფსის მდგომარეობაში. 

შენი დავალება: 
1. შეისწავლე სახელმძღვანელოს ამ თავში მოცემული მასალა. გააანალიზე და ამოხსენი 

2.4 პარაგრაფის თეორიულ ნაწილში მოცემული ამოცანები;

2. ისარგებლე 2.4 პარაგრაფში მოცემული ფორმულებით და ამოხსენი ამ პარაგრაფის 
სავარჯიშოები;

3. ამოხსენი ამოცანა: 
სანდროს ნომინალური თვიური ხელფასია 

2500 ლარი. ხელფასის 20% საშემოსავლო 
გადასახადია, ხოლო დარჩენილი თანხის 
40% საყოფაცხოვრებო ხარჯებს ხმარდება. 
სანდრომ გადაწყვიტა აიღოს ავტოსესხი 50 000 
ლარის ოდენობით. შეძლებს თუ არა სანდრო 
5 წელიწადში ვალის დაფარვას, თუ ბანკის 
წლიური საპროცენტო განაკვეთია 12%? (პასუხი 
დაასაბუთე)

4. ა) ინტერნეტით მოიძიე რომელიმე ბანკის სესხის კალკულატორი; 
  ბ) სესხის კალკულატორის საშუალებით, მე-3 დავალების მონაცემების მიხედვით, 

გამოთვალე სანდროს მიერ ყოველთვიურად გადასახდელი თანხა; 
  გ) დაადგინე, დაახლოებით, რამდენი პროცენტითაა მეტი სესხის კალკულატორით 

მიღებული შედეგი შენ მიერ ფორმულის გამოყენებით მიღებულ შედეგზე; 

5. ნაშრომი წარმოადგინე პრეზენტაციის სახით, რომელშიც ხაზგასმით წარმოაჩენ: 
• რა ფაქტებისა და მეთოდების ცოდნა დაგეხმარა დავალების შესრულებაში;
• რა პრაქტიკული გამოყენება აქვს შენ მიერ ჩატარებულ სამუშაოს;
• როგორ გამოთვალე სანდროს მიერ ყოველთვიურად გადასახდელი თანხის ოდენობა? 
•  როგორ ფიქრობ, რამ გამოიწვია სესხის კალკულატორით და შენ მიერ ფორმულის 

გამოყენებით გამოთვლილ გადასახადს შორის განსხვავება?
•  რა ტექნიკური საშუალებები და საძიებო სისტემები გამოიყენე დავალების 

შესასრულებლად?
• არის თუ არა ბანკიდან სესხის აღება ყოველთვის მიზანშეწონილი?

DO N
OT C

OPY



25

საგანთა, ობიექტთა ერთი და იმავე რაოდენობის გამოსახვა სხვადასხვა სახის ჩანაწერითაა 
შესაძლებელი. მაგალი თად, თუ 9 ვაშლი 4-მა მეგობარმა თანაბრად უნდა გაინაწილოს, მაშინ 

გასაგებია, რომ თითოეულს ამ ცხრა ვაშლის მეოთხედი, ანუ 
9
4

 ვაშლი შეხვდება. ვაშლების 

იმავე რაოდენობას მივიღებთ, თუ მეგობრებს ჯერ 2-2 ვაშლს, ხოლო შემდეგ დარჩენილი 

ვაშ ლის მეოთხედებს ჩამოვურიგებთ. ამ შემთხვევაში თითოეულ მეგობარს 2 1
4

, ანუ, 2,25 

ვაშლი შეხვდება. თუ ვაშლების იმავე რაოდენობას პროცენტის სახით ჩავწერთ, მივიღებთ: 
9
4

100��
�
�

�
�
�%=225%. 

განხილული მაგალითიდან ვასკვნით: 9
4

2 1
4

2 25 225= = =, %.  

მიღებულ ტოლობებში:
9
4

 ჩვეულებრივი წილადის სახით ჩაწერილი რიცხვია;

2 1
4

 არის 
9
4

-ის მთელი ნაწილის გამოყოფით მიღებული შერეული სახით ჩაწერილი 

 რიცხვი; 

2,25 არის 
9
4

-ის მრიცხველის მნიშვნელზე გაყოფით მიღებული ათწილადის სახით ჩაწე-

რილი რიცხვი;

225% არის 
9
4

-ის 100-ზე გამრავლებით მიღებული პროცენტის სახით ჩაწერილი რიცხვი. 

გავიხსენოთ, რომ ყველა იმ რიცხვს, რომლის 
m
n

 წილადის სახით ჩაწერაა შესაძლებელი, 

სადაც m მთელი, ხოლო n ნატურალური რიცხვია, რაციონალური რიცხვი ეწოდება. რაციო-
ნალურია: 

ა) ნებისმიერი მთელი რიცხვი, მაგალითად, –7, რადგან � �
�7 7
1

; 

ბ) ნებისმიერი შერეული რიცხვი, მაგალითად, 5 3
8

, რადგან 5 3
11

5 11 3
11

58
11

�
� �

� ;  

გ) ნებისმიერი სასრული ათწილადი, მაგალითად 3,415, რადგან 3 415 3415
1000

, = .

რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეს ლათინური მთავრული Q ასოთი აღნიშნავენ. განმარ-
ტებ ის თანახმად, 

Q = m
n

: m Z,n N� ��
�
�

�
�
�

,

2.1 რაციონალური რიცხვები

რაციონალური რიცხვების ჩაწერის სხვადასხვა ფორმის 
განხილვა და გამოყენება
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სადაც Z-ით მთელ რიცხვთა სიმრავლე, ხოლო N-ით ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლეა 
აღნიშნული.

რაციონალურ,ი რიცხვთა სიმრავლის მნიშვნელოვანი ქვესიმრავლეა ისეთი რაციონალური 
რიცხვები, რომელთა მნიშვნელი 10-ის ნატურალური ხარისხია. ასეთი რიცხვებისთვის 
ათწილად ჩანაწერს ვიყენებთ. მაგალითად: 

13
10

1 3 2457
100

24 57 401
1000

0 401� � � � �, ; , ; , .

ათწილადის სახით ჩაწერილი დადებითი რიცხვის ზოგადი სახეა: 
a1a2...an, b1b2...bk    (1)

სადაც მძიმის მარცხნივ მდგომი a1a2...an ციფრების მიმდევრობა გამოსახავს რიცხვის მთელ 
ნაწილს, ხოლო მძიმის მარჯვნივ მდგომი b1b2...bk ციფრების მიმდევრობა – წილად ნაწილს. 

თუ (1) სახით მოცემულ ათწილადს თანრიგობრივი შესაკრებების ჯამად წარმოვადგენთ, 
მივიღებთ: 
a a ... a ,b b ...b a 10 + a 10 +... + a 10 + b 10 + b1 2 n 1 2 k 1

n 1
2

n 2
n

0
1

1� � � � �� � �
22

2
k

k10 + ... + b 10� �� �  (2)

1-ელი სახის რიცხვს სასრული ათწილადი ეწოდება.
იმისათვის, რომ წილადის სახით ჩაწერილი რიცხვი ათწილადის სახით ჩავწეროთ, მრი-

ცხველი უნდა გავყოთ მნიშვნელზე. მაგალითად, 
2
5

2 5 0 4 15
4

15 4 3 75= = = =: , ; : , .

მაგალითი 1. წარმოვადგინოთ თანრიგობრივი შესაკრებების ჯამის სახით 
1223

40
.

ამოხსნა. მოცემული წილადი ჯერ ჩავწეროთ ათწილადის სახით, რისთვისაც საკმარისია 
შევასრულოთ 1223-ის 40-ზე გაყოფა. თუმცა, მოცემულ შემთხვევაში, უმჯობესია, ჯერ 
გამოვ ყოთ მთელი ნაწილი 30, ხოლო წილადი ნაწილის მნიშვნელი და მრიცხველი გავამრავ-
ლოთ 25-ზე. მივიღებთ:

1223
40

30 23
40

30 575
1000

30 575 3 10 0 10 5 10 7 10 50 1 2� � � � � � � � � � � � �� �, 110 3� .

ისეთი წილადი, რომლის მნიშვნელის მარტივ მამრავლებად დაშლაში 2-ისა და 5-ისაგან გან-
სხვავებული მარტივი მამრავლი არ მონაწილეობს, სასრული ათწილადის სახით ჩაიწერება.

მართლაც, თუ წილადი 
m

2 5k k1 2⋅
 სახისაა, სადაც k1 და k2 მთელი არაუარყოფითი რიცხვე-

ბია, მრიცხველისა და მნიშვნელის 2 5k k2 1⋅ -ზე გამრავლებით მივიღებთ:

m
2 5

m 2 5
2 5

m 2 5
10k k

k k

k +k k +k

k k

k +k1 2

2 1

1 2 2 1

2 1

1 2�
�

� �
�

�
� � .

თუ უკვეცი წილადის მნიშვნელის მარტივ მამრავლებად დაშლაში 2-ისა და 5-ისაგან გან-
სხვა ვებული ერთი მარტივი მამრავლი მაინც მონაწილეობს, მაშინ ასეთ წილადს სასრულ 
ათწილადად ვერ ჩა ვწერთ, რადგან ასეთი წილადის მნიშვნელი 10-ის მთელი ხარისხის სახით 
არ ჩაიწერება. ამ შემთხვევაში, მრიცხველის მნიშვნელზე გაყოფის პროცესი უსასრულოდ 
გაგ რძელდება. მაგალითად, 

1
3

0 333 0 3 13
6

2 1666 2 1 6= = = =, . . . ,( ); , . . . , ( ).

მიღებული 0,(3 ) და 2,1(6) ჩანაწერები, შესაბამისად, რაციონალური რიცხვების 
1
3

-ისა და 

13
6

 -ის პერიოდული ათწილადი ჩანაწერებია. 
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პერიოდული ათწილადის ზოგადი სახეა 
a1a2...an,b1b2...bk(c1c2...cp)   (2)

სადაც a1a2...an მთელი ნაწილი, b1b2...bk პერიოდამდელი წილადი ნაწილი, ხოლო c1c2...cp 
პერიოდული ათწილადის ის ნაწილია, რომელიც უსასრულოდ მეორდება. ამ უკანასკნელ 
ნაწილს პერიოდი, ხოლო მასში ციფრთა რაოდენობას, ანუ p-ს, პერიოდის სიგრძე ეწოდება. 
მაგალითად, ჩანაწერში 12, 701(45), მთელი ნაწილია 12, პერიოდამდელი წილადი ნაწილი – 
701, პერიოდი – 45, ხოლო პერიოდის სიგრძე – 2. 

პერიოდულ ათწილადს, რომლის ჩანაწერში პერიოდი უშუალოდ მძიმის შემდეგ იწყება, 
წმინდა პერიოდული ათწილადი ეწოდება. ასეთია, მაგალითად, 0,(3), 13,(25) და სხვ. ისეთ 
პერიოდულ ათწილადს, რომლის ჩანაწერში პერიოდამდელი წილადი ნაწილიც  მონა წი ლე ობს, 
შერეული პერიოდული ათწილადი ეწოდება. მაგალითად, ასეთია 2,1(6). 

შევნიშნოთ, რომ 
m
n

 უკვეცი წილადის მრიცხველის მნიშვნელზე გაყოფის პროცესში მიღე-

ბული ნაშთები შეიძლება იყოს 0, 1, . . . , n-1. გაყოფის რაიმე საფეხურზე ნულოვანი ნაშთის 
მიღების შემთხვევაში გაყოფის პროცესი დამთავრდება და მივიღებთ მოცემული წილადის 
სასრული ათწილადის სახის ჩანაწერს. (როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, ეს მხოლოდ იმ შემთხვე-
ვაში მოხდება, თუ n-ს არ გააჩნია 2-ისა და 5-ისაგან განსხვავებული მარტივი გამყოფი.) სხვა 
შემთხვევაში, ყველაზე მეტი, n-1 საფეხურის შემდეგ რომელიმე არანულოვანი ნაშთი გამე-
ორდება, რაც განაყოფის გამეორებას და პროცესის უსასრულო პერიოდულ გაგრძელებას გა-
მოიწვევს. 

ზემოთქმულიდან გამომდინარეობს შემდეგი თეორემა:

ყოველი 
m
n

 სახის წილადი სასრული ან პერიოდული ათწილადის სახით წარმოდგება. 

მართებულია მოცემული თეორემის შებრუნებული თეორემაც:
როგორც სასრული, ისე პერიოდული ათწილადი წილადის სახით წარმოდგება. 
სასრული ათწილადის წილადად წარმოდგენის შესაძლებლობა მისი განმარტებიდან 

გამომდინარეობს. რაც შეეხება პერიოდულ ათწილადს, მისი წილადად ჩაწერის 
შესაძლებლობა გამომდინარეობს ფორმულიდან, რომელსაც დაუმტკიცებლად გთავაზობთ:

 a a ... a ,b b ...b c c ...c a a ... a
b b ...b c c ...c

1 2 n 1 2 k 1 2 p 1 2 n
1 2 k 1 2 p� � � ��

� �

b b ...b1 2 k

99 900 0. . . . . .
p kjer jer
��� �� ��� ��

.  (3)

მაგალითი 2. ჩავწეროთ წილადის სახით პერიოდული ათწილადი: ა) 0,(43) ; ბ) 26,153(17)
ამოხსნა. ა) 0,(43) პერიოდულ ათწილადს მთელი და პერიოდამდელი წილადი ნაწილი არ 

აქვს, ამიტომ მე-3 ფორმულიდან მივიღებთ ტოლობას: 0 43 43
99

, ;� � �

ბ) ამ შემთხვევაში, მე-3 ფორმულის მიხედვით, k=3, ხოლო p=2. ამიტომ

26,153(17) � �
�2615317 153

99000
26 15164

99000
.

ჩამოყალიბებული პირდაპირი და შებრუნებული თეორემის გაერთიანებით მივიღებთ თე-
ორემას:

რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე სასრული და პერიოდული ათწილადების სიმრავლეთა 
გაერთიანებაა.

ეს თეორემა ნიშნავს, რომ რაციონალური რიცხვი შეგვიძლია განვმარტოთ, როგორც რიც-
ხვი, რომლის ჩაწერა შესაძლებელია სასრული ან პერიოდული ათწილადის სახით. 
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უპასუხე კითხვებს:

1. როგორ რიცხვს ეწოდება რაციონალური?
2. არის თუ არა მთელი რიცხვი რაციონალური? 
3. არის თუ არა შერეული რიცხვი რაციონალური?
4. როგორ წარმოადგენ შერეულ რიცხვს წილადის სახით?
5. როგორ ჩაწერ რიცხვს პროცენტის სახით?
6. რას ეწოდება ათწილადი?
7. არის თუ არა ათწილადების სიმრავლე წილადების ქვესიმრავლე?
8. რას გვიჩვენებს ათწილადის ჩანაწერში მძიმე?
9. რა შემთხვევაში მიიღება წილადის მრიცხველის მნიშვნელზე გაყოფისას 
ათწილადი? პერიოდული ათწილადი? 
10. რა არის პერიოდული ათწილადის პერიოდი? პერიოდის სიგრძე?

სავარჯიშოები

1  ჩაწერე მოცემული მთელი რიცხვი 10-ის ტოლი მნიშვნელის მქონე წილადის სა-
ხით:
ა) 3; ბ) 13; გ) –21;  დ) 10; ე) –100.

2  ჩაწერე მოცემული შერეული რიცხვი წილადის სახით: 

ა) 3 2
5

; ბ) −11
2

; გ) −5 4
5

; დ) 10 7
20

; ე) −1310
11

.

3  ჩაწერე პროცენტით მოცემული რიცხვი წილადის სახით: 
ა) 50%; ბ) 25%; გ) 10%; დ) 29% ე) 

1
3

% .

4  ჩაწერე ათწილადი წილადის სახით: 
ა) 0,3; ბ) –1,4;  გ) –0,21; დ) 10,458; ე) 123, 1234.

5  მოცემულთაგან რომელი რიცხვი არ ჩაიწერება სასრული ათწილადის სახით?

ა) 19; ბ) 12
5

; გ) −2 3
20

; დ) 13 12
15

;  ე) 6 50
55

.

6  ჩაწერე მოცემული რიცხვი ათწილადის სახით:

ა) 13
5

; ბ) 2 3
50

;  გ) −2 7
20

; დ) 23 14
35

;  ე) −
165
44

.

7  წარმოადგინე მოცემული რიცხვი თანრიგობრივი შესაკრებების ჯამად:

ა) 123; ბ) 23,123; გ) 102,5061; დ) 
7
25 ; ე) 3 13

250 .

8  ჩაწერე მოცემული რიცხვი პერიოდული ათწილადის სახით:

 ა) 
5
6

; ბ)
2
9

; გ) −14
9

; დ) −3 7
12

;  ე) 
22
7

.
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9  ჩამოაყალიბე სიტყვიერად წმინდა პერიოდული ათწილადის წილადად ჩაწერის 
წესი.

10   ჩამოაყალიბე სიტყვიერად შერეული პერიოდული ათწილადის წილადად ჩაწერის 
წესი.

11   ჩაწერე მოცემული პერიოდული ათწილადი წილადის სახით: 
ა) 0,(7); ბ) 0,(9); გ) –0,(18); დ) 10,(36); ე) –2,(24);
ვ) 0,1(5); ზ) 1,2(3); თ) 20,3(15); ი) 1,41(123); კ) 9,0(12). 

12   იპოვე წილადი (0,5; 0,6) შუალედიდან, რომლის მნიშვნელი 20-ის ტოლია. 

13  იპოვე 0,(7)-სა და 0,(8)-ს შორის მოთავსებული ყველა ის წილადი, რომელთა 
მნიშვნელია 27.

14  დაამტკიცე, რომ ორი რაციონალური რიცხვის ჯამი რაციონალური რიცხვია. 

15  დაამტკიცე, რომ ორი რაციონალური რიცხვის ნამრავლი რაციონალური რიცხვია. 

16  გამოსახე მიმართება ნატურალურ, მთელ და რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეებს 
შორის ვენის დიაგრამით.

17  გამოსახე მიმართება რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლესა და სასრული ათწილადი 
რიცხვების სიმრავლეს შორის ვენის დიაგრამით.

18  დაამტკიცე ტოლობა: 4,(9)=5,(0).

19  დაამტკიცე, რომ ნებისმიერ ორ რაციონალურ რიცხვს შორის უამრავი 
რაციონალური რიცხვია მოთავსებული.

20  დაამტკიცე, რომ 
k 1

24

2 −
-სახის წილადი ნატურალურ რიცხვს წარმოადგენს, სადაც 

k არის 3-ზე მეტი მარტივი რიცხვი.

21  დაამტკიცე, რომ A და B სიმრავლეებისათვის
ა) A B=A და B⊂A; ბ) A B=A და A⊂B ტოლფასი გამონათქვამებია.DO N
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თეორემა. x2=2 განტოლებას რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეში ამონახსნი არ აქვს. 
დამტკიცება. თეორემა საწინააღმდეგოს დაშვების მეთოდით დავამტკიცოთ.
ვთქვათ, მოცემულ განტოლებას აქვს ამონახსნი რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეში და 

ეს ამონახსნია 
m
n

, სადაც m და n ნატურალური რიცხვებია. ამასთან, ზოგადობის შეუზღუდავად 

შეგვიძლია ჩავ თვა ლოთ, რომ 
m
n

 უკვეცი წილადია, რადგან, წინააღმდეგ შემთხვევაში, 

შეკვეცით მას უკვეცი წილადით ჩავანაცვლებთ. ამ ამონახსნის მოცემულ განტოლებაში 
ჩასმით მივიღებთ m2=2n2 ტოლობას. ამ ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ m2 ლუწი 
რიცხვია. ეს კი ნიშნავს, რომ m-იც ლუწი რიცხვია, ანუ m=2k, სადაც k∈N. თუ m2=2n2 
ტოლობაში m-ის ნაცვლად 2k-ს ჩავსვამთ, მივიღებთ: 4k2=2n2, საიდანაც n2=2k2. უკანასკნელი 

ტოლობა ნიშნავს, რომ n2 და მასთან ერთად n ლუწი რიცხვია. გამოდის, რომ 
m
n

 წილადი 

იკვეცება 2-ზე, რაც ეწინააღმდეგება ჩვენს დაშვებას უკვეცი რაციონალური ამონახსნის არ-
სებობის შესახებ.

როგორც წინა კლასებიდან იცი, x2=2 განტოლების დადებითი ამონახსნი 2 -ით 

აღინიშნება. დამტკიცებული თეორემის თანახმად, 2 არც სასრული და არც პერიოდული 

ათწილადის სახით არ ჩაიწერება. 
 მიუხედავად ამისა, 2 -ის მნიშვნელობის გამოთვლა ნებისმიერი თანრიგის სიზუსტითაა 

შესაძლებელი. მაგალითად, მეათედის სიზუსტით გამოსათვლელად მოვიქცეთ შემდეგ ნა-

ირად: ვისარგებლოთ 2 200
100

200
10

= =  ტოლობით. რადგან ერთეულის სიზუსტით

200 14≈ , მივიღებთ, რომ 2 1 4≈ , მეათედის სიზუსტით. ანალოგიურად ვიქცევით 2 -ის 

მეასედის სიზუსტით გამოსათვლელად:

 2 20000
10000

141
100

1 41� � � ,

 თუ ამ პროცესს გავაგრძელებთ, მივიღებთ 2 -ის მეათასედების, მეათიათასედების და 

ა.შ. თანრიგის ციფრებს. ამასთან, ეს პროცესი უსასრულოდ გაგრძელდება და მიღებული 
ჩანაწერი არ იქნება პერიოდული ათწილადი, რადგან, წინააღმდეგ შემთხვევაში 2  

რაციონალური რიცხვი აღმოჩნდება. ე.ი. შეგვიძლია ვთქვათ, რომ 2 -ის მიახლოებითი 

გამოთვლის პროცესი უსასრულოდ გრძელდება და შედეგად უსასრულო არაპერიოდული 
ათწილადი ჩანაწერი მიიღება. მაგალითად, კალკულატორის საშულებით 10–31 თანრიგის 
სიზუსტით გამოთვლილი 2 ათწილადი ჩანაწერი ასე გამოიყურება: 

1,4142135623730950488016887242097

2.2. ირაციონალური რიცხვები

ირაციონალური რიცხვისა და ნამდვილი რიცხვის 
განმარტება. 
მოქმედებები ნამდვილ რიცხვებზე
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განმარტება. უსასრულო არაპერიოდულ ათწილად რიცხვს ირაციონალური რიცხვი ეწო-
დება. 

როგორც ჩატარებული მსჯელობით დავრწმუნდით, 2  ირაციონალური რიცხვია. 

ირაციონალური რიცხვებია 3 23, , π (წრეწირის სიგრძის მის დიამეტრთან შეფარდება) და 

სხვ. 
დადებითი ირაციონალური რიცხვის ზოგადი სახეა: 

 a1a2 ... an, b1b2...bk...  (1)
სადაც a1a2...an მთელი ნაწილი, ხოლო b1b2...bn უსასრულო არაპერიოდული წილადი ნა-

წილია. 
იმისათვის, რომ მივიღოთ 1-ელი სახის ირაციონალური რიცხვის მიახლოებითი მნიშ -

ვნელობა 10–k სიზუსტით, მის ჩანაწერს ჩამოვაცილოთ წილადი ნაწილის ყველა თანრიგის 
ერთეული, დაწყებული k+1-დან. მიღებული rk=a1a2 ... an, b1b2...bk სასრული ათწილადი 
იქნება 10–k სიზუსტით მიახლოებითი მნიშვნელობა ნაკლებობით. გასაგებია, რომ რაც 
უფრო დიდ k-ს ავიღებთ, მით უფრო მცირე იქნება განსხვავება მოცემულ ირაციონალურ 
რიცხვსა და სასრულ ათწილადს შორის. სასრული ათწილადი კი რაციო ნა ლური რიცხვია. 
ე.ი. რაციონალურ რიცხვთა rk მიმდევრობის წევრები k-ს ზრდასთან ერთად რაგინდ ახლოს 
აღმოჩნდებიან ირაციონალურ a რიცხვთან. ამ ფაქტს მათემატიკის ენაზე ასე აყალიბებენ: rk 

მიმდევრობის ზღვარი a-ს ტოლია და წერენ: 
r ak →  ან  lim r a.k

k��
�

დასკვნა. ნებისმიერი ირაციონალური a რიცხვისათვის არსებობს რაციონალურ რიცხვთა 
მიმდევრობა, რომლისთვისაც a r <10k

k− − .

მაგალითად, a = 2  შემთხვევაში ასეთი მიმდევრობა იქნება: 

1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421 ... 
განმარტება. რაციონალური და ირაციონალური რიცხვების სიმრავლეთა გაერთიანებას 

ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე ეწოდება.
R=IUQ, სადაც R ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე, I ირაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე, 

ხოლო Q – რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეა. 
ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში განიმარტება ოთხივე არითმეტიკული მოქმედება: შეკ-

რება, გამოკლება, გამრავლება და 0-ისგან განსხვავებულ რიცხვზე გაყოფა. ეს მოქმედებები 
რაციონალური რიცხვების შემთხვევაში იგივეა, რაც მოქმედებები წილადებზე. ირაციო ნა-
ლური რიცხვების შემთხვევაში კი ხდება მათი რაციონალური მიახლოებითი მნიშვნელო-
ბებით ჩანაცვლება. 

მაგალითად, 2 3+  ჯამის გამოსათვლელად ვიღებთ შესაკრებთა მიახლოებითი მნიშ-

ვნელობების ჯამებისგან შედგენილ მიმდევრობებს:
1,4+1,7; 1,41+1,73; 1,414+1,732; 1,4142+1,7320; 1,41421+1,73205 . . .
მტკიცდება, რომ არსებობს ერთადერთი ირაციონალური რიცხვი, რომლისთვისაც ეს მიმ-

დევრობა წარმოადგენს ზემოთ განხილული მიახლოებითი მნიშვნელობების rk მიმდევრობას. 
სწორედ ამ რიცხვს ეწოდება 2  -ისა და 3 -ის ჯამი. 

არითმეტიკული მოქმედებები ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში ინარჩუნებენ შენთვის კარ-
გად ცნობილ ყველა იმ თვისებას, რომლებიც მათ აქვთ რაციონალური რიცხვებისათვის.

იმის გამო, რომ სასრული ათწილადის მნიშვნელობა არ იცვლება, თუ მის ჩანაწერს მარ-
ჯვნივ ნულს მივუწერთ, შეგვიძლია, როგორც მთელი რიცხვები, ისე სასრული ათწილადები, 
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სავარჯიშოები

1  გამოთვალე მეათედამდე სიზუსტით: ა) 5 ; ბ) 7 .

2  კალკულატორის გამოყენებით გამოთვალე: ა) 8 -ის, ბ) 11 -ის, გ) 13 -ის მიახლო-

ებითი მნიშვნელობა 10–4 სიზუსტით.

3  გამოთვალე 5 + 7 ჯამის მიახლოებითი მნიშვნელობა მეათასედის სიზუსტით.

4  ქვემოთ მოცემულთაგან რომელ გამოსახულებათა მნიშვნელობაა ირაციონალური?
ა) 13 ; ბ) 27 3⋅ ; გ) 81 4: ; 

დ) 5 1 5 1�� � �� � ; ე) 2+ 3 ; ვ) 0 4 2,( ) + .

პერიოდული ათწილადის სახით ჩავწეროთ, პერიოდით 0. 
მაგალითად, 

7=7,(0);  –2=–2,(0);  1,25=1,25(0).
ასე რომ, რაციონალური რიცხვების სიმრავლე შეგვიძლია განვმარტოთ, როგორც 

პერიოდული ათწილადების სიმრავლე, ხოლო ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე – როგორც 
პერიოდული და არაპერიოდული ათწილადების სიმრავლეთა გაერთიანება. 

 უსასრულო ათწილადებს ისევე ვადარებთ, როგორც სასრულ ათწილადებს ვადარებდით. 

განვიხილოთ მაგალითი: დავადგინოთ, რომელია მეტი, 
22
7

თუ π. 

 მეასედამდე სიზუსტით, როგორც 
22
7

, ისე π რიცხვი 3,14-ის ტოლია. ე.ი. მეასედის თანრიგი 

არაა საკმარისი მათ შესადარებლად. მათი მიახლოებითი მნიშვნელობის მეტი სიზუსტით 

დასადგენად გამოვიყენოთ კალკულატორი: 
22
7

3 142857≈ , , ხოლო π≈3,141592. როგორც 

ვხედავთ, პირველი განსხვავება მეათასედის თანრიგშია და რადგან 2>1, ამიტომ 
22
7
� � . 

როცა გამოთვლებს მეასედამდე სიზუსტით ვაწარმოებთ, π-რიცხვი შეგვიძლია 
22
7

-ით ან 

3,14-ით ჩავანაცვლოთ. 

უპასუხე კითხვებს:

1. როგორ რიცხვს ეწოდება ირაციონალური რიცხვი?
2. შეიძლება თუ არა მთელი რიცხვი იყოს ირაციონალური? სასრული ათწილადი?
3.  ჭეშმარიტია თუ არა გამონათქვამი: „ყოველი ნამდვილი რიცხვი ან რაციონალური 

რიცხვია ან ირაციონალური რიცხვი“?

4.  როგორ დაადგენ კალკულატორით 2 3+ ჯამის მიახლოებით მნიშვნელობას 
1

1000000
-მდე სიზუსტით?

5. როგორ გამოთვლი ორი პერიოდული ათწილადის ჯამს?

6. როგორ შეადარებ ნამდვილ რიცხვებს?DO N
OT C

OPY
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შესაძლებელია თუ არა

აბა სცადე!

ა) ორი რაციონალური რიცხვის ჯამი იყოს ირაციონალური?
ბ) ორი ირაციონალური რიცხვის ჯამი იყოს რაციონალური?

დაამტკიცე, რომ კვადრატული ფესვი ნებისმიერი მარტივი რიცხვიდან 
ირაციონალური რიცხვია.

5  დაამტკიცე, რომ: 

ა) 3 1 3 1
2 2

�� � � �� � რაციონალური რიცხვია;

ბ) 3 1 3 1
2 2

�� � � �� �  ირაციონალური რიცხვია.

6  რომელია მეტი:

ა) 13
7

თუ 2 ; ბ) 10 თუ 3π; გ) 11თუ 3,5π; დ) 2 თუ 55 .

7  იპოვე:

ა) 2-სა და 3-ს შორის მდებარე ირაციონალური რიცხვი; 

ბ) 2 -სა და 3 -ს შორის მდებარე რაციონალური რიცხვი.

8  ორი კვადრატიდან ერთის გვერდი მეორის დიაგონალის ტოლია. რომელი კვადრატის 
ფართობია მეტი და რამდენჯერ?

9  გამოთვალე 1 მ-ის სიგრძის გვერდის მქონე კვადრატის დიაგონალი 1 მმ-ის სიზუსტით.

10  გამოთვალე წრეწირის რადიუსი 1 სმ-ის სიზუსტით, თუ წრეწირის სიგრძეა 3 1
7

 მ. 

11  დაამტკიცე, რომ: 

ა) 3 2 2 3 2 2� � � რაციონალური რიცხვია;

ბ) 3 2 2 3 2 2� � � ირაციონალური რიცხვია.

12  0-ის ტოლი მთელი ნაწილის მქონე უსასრულო ათწილადის წილადი ნაწილი 
71, 72, ... , 7n, ... მიმდევრობის წევრთა ერთეულის თანრიგის ციფრებია. რაციონალურია 
თუ ირაციონალური მიღებული რიცხვი? ჩაწერე ეს რიცხვი წილადის სახით. 
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პირველ რიგში, გავიხსენოთ, რომ თუ r რაციონალური რიცხვია, r = m
n , სადაც m მთელი, 

ხოლო n>1 ნატურალური რიცხვია, მაშინ ნებისმიერი a>0 რიცხვისთვის ar განიმარტება 
ტოლობით:

a a ar =
m
n mn= .

მაგალითად, 8 = 8 = 4
2
3 23 .  

კიდევ ერთხელ ჩამოვწეროთ ხარისხის თვისებები და მოვიყვანოთ სათანადო მაგალითები. 
ვთქვათ, a და b დადებითი რიცხვები, ხოლო r, r1 და r2 ნებისმიერი რაციონალური რიცხვებია. 

მართებულია ტოლობები: 

1. ab = a br r r� � ;  

მაგალითად, 125 27 =125 27 = 125 27 = 125 27 = 5 3 = 225
2
3

2
3

2
3 23 23 3

2
3

2 2 2�� � � � � � � � � � ;

2. 
a
b

=
a
b

r r

r

�
�
�

�
�
� ;

მაგალითად, 
125
27

= 125

27
= 125

27
=

125

27
= 5

3
= 25

9
.

2
3

2
3

2
3

23

23

3
2

3
2

2

2
�
�
�

�
�
�

� �
� �

3. a a ar r
=

r r1 2 1 2+  ⋅ ;  

მაგალითად, 7  7 = 7 = 7.
3
4

1
4

3
4

+1
4⋅  

4.  
a

a
a ;

r
r r1
1 2

r2
= −  

მაგალითად, 
9

9
= 9 = 9 = 9 = 3

2
3 2

3
1
2

1
6

1
6

−

.

5. a = ar r r r1
2

1 2� � � ; 

მაგალითად, 125 27 5 3 5 3 5 3 225
2
3 3

2
3 3

2
3

3 2
3

3 2
3 2 2�� � � � � � � � �

� �
( ) ( ) ;

მოცემული თვისებების გამოყენებით ნებისმიერი დადებითი a რიცხვისათვის გვაქვს:

a = a = a
a

=10 r r
r

r
−  და a = a = a

a
=

a
r 0 r

r r
− −

0 1 .

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ გამოსახულების მნიშვნელობა:

ა) 
4
9

1
27

125
3
2 1

2
3�

�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�� � � ; ბ) 4

17
27

2
2
3

2
3

2
�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

� �

� .

2.3 ხარისხის თვისებები

ხარისხის თვისებების გამეორება და მათი გამოყენების 
უნარის განვითარება
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ამოხსნა. ა)  
4
9

1
27

125 = 2
3

1
3

1
5

3
2 -1

2
3

2
3
2 3

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�

�
�
�

�
�
�� � � ��
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� �

3
2
3

 

= 2
3

1
3

1
5

= 8
27

1
225

= 197
675

;
3 2 2

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�� � �

ბ)  4 17
27

2 2
3

= 125
27

8
3

= 5
3

2
3

2
2
3

2
�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

� � � �

� �
��

�
�

�

�
��

�

�
��

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�

� � � �

� �
3

2
3 2 2 2

8
3

= 5
3

8
3

= 40
9 ��

�2

= 81
1600

.

მაგალითი 2. გავამარტივოთ გამოსახულება: 
x y

x + y0,5 0,5

−
. 

ამოხსნა. x y
x + y

x y

x + y

x y x + y
0,5 0,5

0,5 0,5
� � � � � �

�
�� � �

0 5

0 5 2 0 5 2

0 5

0 5 0

,

, ,

,

, ,

=

55

0 5
0 5� �

� � �
x + y

x y0,5
0,5

,
,  

 � � � �x y
1
2

1
2 x y.

პასუხი: x y− .
ხარისხის გამოსათვლელად შეგვიძლია გამოვიყენოთ კალკულატორი: 
1) შევიყვანოთ ხარისხის ფუძე;
2) დავაჭიროთ „xy“ კლავიშს; 
3) შევიყვანოთ ხარისხის მაჩვენებელი;
4) დავაჭიროთ კლავიშს „=“ ან კლავიატურაზე კლავიშს „Enter“;
5) ეკრანზე დაიწერება ხარისხის მიახლოებითი მნიშვნელობა.

მომდევნო პარაგრაფებში  მოგვიწევს ისეთი ხარისხის განხილვა, რომლის ხარისხის 

მაჩვენებელი ირაციონალური რიცხვია. მაგალითად, როგორ განვსაზღვროთ 2 2  ან როგორ 

გამოვ თვალოთ მისი მიახლოებითი მნიშვნელობა? 
ამ შემთხვევაში უნდა მოვიქცეთ ისე, როგორც ვიქცევით ირაციონალურ რიცხვებზე 

არითმეტიკული მოქმედებისას. კერძოდ, 2  ჩავანაცვლოთ მისი მიახლოებითი 

რაციონალური მნიშვნელობებით: 2 2 ≈ 2rk , სადაც rk არის 2 -ის 10–k სიზუსტის 

მიახლოებითი მნიშვნელობა. მტკიცდება, რომ არსებობს ერთადერთი ნამდვილი a რიცხვი, 

რომელთანაც 2r
k რიც ხვი k-ს გაზრდის ხარჯზე ყველაზე ახლოს იქნება. 2 2  ამ a რიცხვს 

ეწოდება. მისი მიახლოებითი მნიშვნელობები გამოითვლება კალკულატორით, თუ  ხარისხის 
მაჩვენებელს მისი მახლობელი სასრული ათწილადით ჩავანაცვლებთ.

უპასუხე კითხვებს:

1. როგორ განიმარტება a
m
n , სადაც a > 0, m , n N?∈ ∈Z

2. რას უდრის a–r, სადაც a>0?
3. რის ტოლია 7°?
4. რა შემთხვევაში იკრიბება ხარისხის მაჩვენებლები? 
5. რა შემთხვევაში მრავლდება ხარისხის მაჩვენებლები?
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სავარჯიშოები

1  გამოსახულება ჩაწერე ფესვის სახით (იგულისხმება, რომ ყოველ გამოსახულებაში 
ხარისხის ფუძე დადებითია):

ა) 17 , 7 , 27 , 16 , 7 , 7;
2
3

1
2

- 2
3 0,25 -0,75

ბ) a , b , x , y , c , z , x ;
1
3 -0,1 0,5 -0,3 -1,2 1,2

გ) 5a , 3a , 2a , 2x , 2x , a b , a x ;
1
3

2
3

1
3

1
5

1
5 2 3

1
5 2

2
5� � � � � � � � � � � � � �� � �

დ) a b , a - b , a +b , a +b , 1+ x .
1
2

1
4

3
4

1
4

1
3�� � � � � � � � � �� �

 

2  წარმოადგინე კვადრატის სახით: 

ა) 3 , 5 , 2 , 3 , 7 , 2 , 0,0001 ;
1
2

- 1
3

2
3

- 1
4 0,5 0,25 0,75� �

ბ) 7 , 8 , 9 , 16 , 5 , 1
5

, 3 .
1
2

2
3

3
4

1
4 0,3

0,2 1
3

� � �

�
�

�

�
�

3  წარმოადგინე კუბის  სახით:

ა) a , a , a , b , b , b ; c c a > 0, b > 0, c > 0 ;12
1
6

1
3 15 0,9

1
3

1
66 �

� � �

ბ) a , a , a , b , b , b , c , c , a > 0, b > 0, c > 0 .9 2
1
2

1
4 12 0,3

1
15

1
5

� � � � �
4  წარმოადგინე  ხარისხის სახით:

ა) 
3
3

, 9
27

, 3
81

, 9 , 3 ;
3

5

5

5
3

5
4

- 13� � � �

ბ) 3 , 3, 3 , 1
3

3;25 53 54 3

გ) 3 , 3 , 3 , 1
3

3;
2
3

5
3
5

53 1
3

4
-2

3�
�
�

�
�
�

დ) x , a b, 2a, , x , ,
x
y

y
x

2 3 35 5 73 5 73a y x .

5  წარმოადგინე ფესვის სახით:

ა) a a a ;
1
5

1
3

1
4  ბ) b b b b;

1
4

3
4

5
12− −

 გ) c c c ;4 8
1
2

2
1 3�

�
�

�

�
�

დ) a a-2 35 ; ე) 
1- x

1- x� �34

; ვ) 
x x

x
.

23

4

5
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6  გაამარტივე გამოსახულება: 

ა) 7 7 ;
1
4

1
4⋅  ბ) 81 : 81 ;

2
3

1
6  გ) 8

1
3

4
3� � ;  დ) 625

2
3 ;

ე) 
8
27

1
3�

�
�

�
�
� ; ვ) 

a
a

;

3
8

4

43

� �
 ზ) a : 1

a
;

2
3

- 1
3�

�
�

�
�
�  თ) a : 1

a
;13

0 7
,

,
�
�
�

�
�
�
�

ი) 9 24 ;
1
3

1
3⋅  კ) a x a x ;

2
3

3
5

3
4

2
3⋅ ⋅ ⋅  ლ) x ;-36  მ) a a ;

3
8

2
23� � �

ნ) a x : a x ;
5

12
5
6

2
3

3
4⋅ ⋅  ო) 

x x

x

0,5 3 6
7

4
2
7

�

�

� �
� �

.

7  გამოთვალე გამოსახულების მნიშვნელობა: 

ა) 0,5 2
1
6

12
�

�� � ;  ბ) 36 2 3 ;0,4 0,2
1
5⋅ ⋅  გ) 5 25 9 3 ;2 3

1
3

3
7

� �
�� � � �� �

დ) 11
8

2 2
3

;3 3  ე) 3 3 ;3
12

�� �  ვ) 16 ;
1 4
5

5

� �  ზ) 125 ;
2
3

თ) 
27
64

1
3�

�
�

�
�
�
�

; ი) 512 ;
1
3

2
3� �  კ) 3 81 3 ;

1
2

21
2� �

�
 ლ) 

27
64

;
2
3�

�
�

�
�
�

მ) 5 1
16

- 1
4�

�
�

�
�
� ; ნ) 2 2 2

1 5
12

4
3

1
4⋅ ⋅ ; ო) 25 135

2
3

2
3⋅ .

8  გამოთვალე გამოსახულების მნიშვნელობა:

ა) 100 64 0,2 4 40,5
2
3

1
2

3
4 0,75

2
� � � �� � � �� � ; ბ) 

1
8

+ 3 0,0081 +
1

16
;

2
3 0,25

0,75
�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�

�

�

გ) 
12 8

7 8

3 7

8

0,5 0,5

1
3

0,5
4
3

- 1
6

⋅

⋅
⋅

⋅
; დ) 64 0,125 32 2 16 + 0,125 4

5
6

1
3 4 1,5 0

1
2

� � � �� � � � � � � � � . 

9  გამოთვალე გამოსახულების მნიშვნელობა:

ა) 27 + 81 0,25 ;
2
3

3
4 2� �
� � ��

�
�

�

�
�

1
2

 ბ) 
1
4

+ 3 0,0081 + 1
16

;0,25
0,75

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

�
�

�
3
2

გ) 27 +125 +8 ;
2
3

1
3

1
3

1
4� �  დ) 8 + 1

9
+ 125

2
3

3
2 2

3�
�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

�

1
2

.

10  კალკულატორის გამოყენებით იპოვე რაციონალური რიცხვი, რომელიც ეკუთვნის:

ა) 15 4;� � შუალედს;  ბ) 2 33;� � შუალედს;

გ) 2 212 13, ,;� � შუალედს;  დ) 2 213 12� �� �, ,; შუალედს.
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11  გამოთვალე:  

ა) 2 1
2

25 25 : 125 16

625 32

2
0,5 2

1
3

13
8

1
4

�

�
�

�

�
� � �� �

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

�

�

�
��

��

�
��

�
��

�

�


�


�





	

�

2
1
3

6
1

16
;  

ბ) 5 125 25 81 5 5 + 81
2
3 0,25

2
3 0,25� � �

�

�
�
�

�

�
�
�
� � ��

�
�
�

�

�
�
�

�
�

�
�0 5, . 

12  გაამარტივე გამოსახულება:

ა) 
x -1

x + x +1
x +1
x -1

+ 1
x0,5

0,5

1,5 -0,5

�

�
�

�

�
� �

�

�

1

12
; ბ) 

1 x
x + x

+ 2
x

+ x x
x x

2

0,5 0,5 1,5

1

1,5 0,5
− −

−

−

−

− 2

. 

13  გაამარტივე:

ა) x 8x +16 + x + 8x +162 2− , სადაც � � �4 x 4;

ბ) 25 10x + x + x +10x + 252 2− , სადაც x <  5;−

გ) 49 14x + x + x +14x + 492 2− , სადაც x > 7;

დ) x 8x +16 + x +8x +162 2− , სადაც x > 4.  

14  იპოვე x და y, თუ:

ა) 
9 3 27 = 81,
9 3 27 = 243;

x 3 2y

y 4 x

� �

� �

�
�
�

 ბ) 
8 4 4 = 32,

16 2 4 = 64.

x 4 4y

y 4 3x

� �
� �

�
�
�

15  გამოთვალე: 
ა) 20-ის 10%; ბ) 10-ის 20%; გ) 5-ის 2%; 
დ) 2-ის 5%; ე) 200-ის 150%.

16  იპოვე რიცხვი, თუ მისი: 
ა) 5% უდრის 1-ს; ბ) 15% უდრის 12-ს;  
გ) 7,5% უდრის 30-ს; დ) 1,2% უდრის 0,3-ს.

17  რა ხელფასი აქვს მანანას, თუ ხელფასის 20%-ით მან 600-ლარიანი ტელეფონი შეიძინა?

18  ლელამ 30% ფასდაკლებით შეძენილ ტელეფიზორში 1400 ლარი გადაიხადა. რა ღირდა 
ტელევიზორი ფასდაკლებამდე? 

19  ნავთობის 10%-ით გაძვირების შემდეგ 1 ბარელი ნავთობის ფასი 78,1 დოლარს 
გაუტოლ და. რა ღირდა 1 ბარელი ნავთობი გაძვირებამდე ? (1 ბარელი ≈ 159 ლიტრია)

20  რამდენი პროცენტით უნდა გაიაფდეს 25%-ით გაძვირებული საქონელი, რათა საწყის 
ფასს დაუბრუნდეს?

21  მიმდევრიბით დალაგებული 10 კვადრატიდან პირველზე დევს ხორბალი 1 მარცვალი, 
ხოლო ყოველ მომდევნოზე 2-ჯერ მეტი ვიდრე წინაზე. რამდენი ხორბლის მარცვალი 
დევს ათივე კვადრატზე ერთად?
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ამოცანა 1. რა თანხა დაგროვდება 6 წლის განმავლობაში ანაბარზე, ყოველწლიური 
5%-იანი რთული საპროცენტო დარიცხვით, თუ შეტანილი საწყისი თანხაა 2000 ლარი. 

ამოხსნა. ვისარგებლოთ ჩვენთვის კარგად ცნობილი რთული პროცენტის ფორმულით:

b = b 1+ p
100n

n
�

�
�

�

�
� ,   (1)

სადაც b საწყისი თანხა, n წელთა რაოდენობა, p დასარიცხი პროცენტი, ხოლო bn n წლის ბო-
ლოს დაგროვილი თანხაა. 

ჩვენს შემთხვევაში b=2000 ლარი, n=6, ხოლო p=5. ამიტომ 
b6=2000·1,056≈2000·1,34=2680.

პასუხი. დაგროვდება 2680 ლარი.
რთული პროცენტის ფორმულა შეგვიძლია წლების არამთელი რაოდენობის შემთხვევა-

შიც გამოვიყენოთ.
ამოცანა 2. რა თანხა დაგროვდება ბანკში 3 წლისა 

და 3 თვის განმავლობაში ანაბარზე, ყოველწლიური 
6%-იანი რთული საპროცენტო დარიცხვით, თუ შეტა-
ნილი საწყისი თანხაა 5000 ლარი. 

ამოხსნა. ვისარგებლოთ (1) ფორმულით იმ შემთხე-
ვაში, როცა n=3,25, b=5000, p=6. კალკულატორის გა-
მოყენებით და შედეგის 1 ლარამდე დამრგვალებით მი-
ვიღებთ: 

5000·1,063,25≈5000·1,20849279≈6042.
პასუხი. დაგროვდება 6042 ლარი.
ამოცანა 3. სოფოს ბანკში შემნახველ ანაბარზე ყოველი წლის დასაწყისში შეაქვს 1000 

ლარი. რა თანხა დაუგროვდება სოფოს 10 წლის განმავლობაში, თუ ანგარიშგება ყოველწლი-
ური 4%-იანი რთული საპროცენტო დარიცხვით ხორციელდება? 

ამოხსნა. იმის გამო, რომ რთული პროცენტითაა დარიცხვა, პირველ წელს შეტანილი 1000 
ლარი 10 წლის განმავლობაში მოგვცემს 1000·(1,04)10 ლარს, მეორე წელს შეტანილი 1000 
ლარი დარჩენილი 9 წლის განმავლობაში – 1000·(1,04)9 ლარს, მესამე წელს შეტანილი 1000 
ლარი დარჩენილი 8 წლის განმავლობაში – 1000·(1,04)8 ლარს და ა.შ. მეათე წელს შეტანილი 
1000 ლარი ერთ წლის განმავლობაში 1000·1,04 ლარს. 10 წლის ბოლოს სულ დაგროვ დება 
 1000·(1,04)10+1000·(1,04)9+1000·(1,04)8+ ... +1000·1,04 ლარი.

მიღებული ჯამი წარმოადგენს 10 შესაკრებისაგან შედგენილ გეომეტრიულ პროგრესიას. 
თუ ამ პროგრესიის პირველ წევრად ავიღებთ b1=1000·1,04-ს, მაშინ მისი მნიშვნელი იქნება 
q=1,04 . ვისარგებლოთ გეომეტრიული პროგრესიის წევრთა ჯამის გამოსათვლელი ფორმუ-
ლით 

S =
b q 1

q 1n
1

n �� �
�

. 

2. 4 საფინანსო საქმიანობასთან დაკავშირებული ამოცანები

საფინანსო საქმიანობასთან დაკავშირებული ამოცანების 
ამოხსნა
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ამ ფორმულაში შესაბამისი რიცხვითი მნიშვნელობების ჩასმით მივიღებთ:

1000 104 1000 104 1000 104 1000 104
100010 9 8

� � � � � � � � � � � � � � �, , , ... ,
�� �� �

�

104 104 1
104 1

10, ,
,

.

მიღებული გამოსახულების კალკულატორის დახმარებით ერთეულამდე სიზუსტით გა-
მოთვლილი რიცხვითი მნიშვნელობაა 12486.

პასუხი. 10 წლის განმავლობაში სოფოს დაუგროვდება 12486 ლარი.
თუ განხილული ამოცანის რიცხვით მონაცემებს ასოებით ჩავანაცვლებთ, ანალოგიური 

მსჯელობით მივიღებთ: 
თუ ბანკში ყოველი წლის დასაწყისში შეტანილი თანხაა a ლარი, ხოლო ყოველწლიური 

რთული საპროცენტო დარიცხვა – p%, მაშინ ანგარიშზე n წლის ბოლოს დაგროვილი თანხა 
გამოითვლება ფორმულით: 

S =
aq q 1

q 1n

n �� �
�

,   (2)

სადაც q = 1+ p
100

.

ამოცანა 4. ვთქვათ, წლის ბოლოს ანგარიშზე გაქვს b ლარი, ხოლო მომდევნო წლის 
დასაწყისიდან იმავე ანგარიშზე ყოველწლიურად შეგაქვს a ლარი. რა თანხა დაგროვდება 
ანგარიშზე n წლის შემდეგ, p%-იანი რთული საპროცენტო დარიცხვით?

ამოხსნა. p%-იანი რთული საპროცენტო დარიცხვით n წლის შემდეგ საწყისი b ლარიდან 
მიიღება bqn ლარი, ხოლო ყოველწლიურად შეტანილი a ლარიდან, მე-2 ფორმულის თანახ-

მად, მიიღება 
aq q 1

q 1

n �� �
�

ლარი, სადაც q =1+ p
100

.  საბოლოოდ ანგარიშზე დაგროვილი S 

თანხა გამოითვლება ფორმულით:

S = bq +
aq q 1

q 1
,n

n �� �
�

    (3)

სადაც q =1+ p
100

.

ამოცანა 5. ლაშამ ბინის შესაძენად ბანკიდან 
200000 ლარის იპოთეკური სესხი აიღო. რა თანხა 
უნდა გადაიხადოს ლაშამ ყოველწლიურად, რათა 
სესხი 15 წელწადში დაფაროს, თუ სესხზე ყოველ-
წლიური საპროცენტო დარიცხვაა 10%.

ამოხსნა: ვთქვათ ლაშამ ყოველწლიურად უნდა 
გადაიხადოს a ლარი. მე-2 ფორმულის თანახმად 
მის მიერ 15 წლის განმავლობაში გადახდილი 
თანხა 10%-იანი რთული საპროცენტო დარიცხვის 
გათვალისწინებით იქნება 

a 1,1 1,1 1
1,1 1

11a 3,18 35a
15� �� �

�
� � �

 
ლარი.

მიღებულმა თანხამ უნდა დაფაროს სესხად აღებული 200000 ლარიდან 15 
წლის განმავლობაში რთული საპროცენტო დარიცხვით მიღებული თანხა, რაც 
200000 11 200000 4 18 83600015� � � �, ,  ლარს უდრის. მივიღეთ განტოლება 

35a=836000, საიდანაც a≈23886.
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პასუხი: ლაშამ ყოველწლიურად უნდა გადაიხადოს 23 886 ლარი.
მე-4 ამოცანის განზოგადებით ვღებულობთ: 
თუ ბანკში n-წლითა და p- პროცენტით აღებული სესხია b ლარი, მაშინ მის დასაფარად სა-

ჭირო ყოველწლიური გადასახადი გამოითვლება ფორმულით:

a =
bq q 1

q 1
,

n-1

n

�� �
�

    (4)

სადაც q =1+ p
100

.

მე-4 ფორმულა, ისევე როგორც წინა ამოცანის შემთხვევაში, მიიღება p-პროცენტიანი 
რთული საპროცენტო დარიცხვით მიღებული იმ ორი თანხის გატოლებით, რომელთაგან 
ერთი a ლარის ყოველწლიურად გადახდის შედეგად (მე-2 ფორმულა), ხოლო მეორე სესხად 
აღებული b ლარის შედეგად დაგროვდება (1-ელი ფორმულა). 

უპასუხე კითხვებს:

1. რაში მდგომარეობს რთული საპროცენტო დარიცხვა?
2. როგორ პროგრესიას წარმოადგენს (1) ფორმულით მოცემული მიმდევრობა?
3. როგორ გამოვიყენეთ გეომეტრიული პროგრესიის წევრთა ჯამის ფორმულა მე-2 
ტოლობის მისაღებად?
4. რა სიდიდეთა გატოლებით მიიღება მე-4 ფორმულა?
5. როგორ გამოითვლი მე-4 ფორმულის დახმარებით ყოველთვიურ გადასახადს?
6. მე-4 ამოცანაში მოცემული პირობების მიხედვით, გამართლებულია თუ არა ლაშას 
მიერ სესხის აღება, თუ მისი საშუალო თვიური შემოსავალი 1800 ლარია?

სავარჯიშოები

1  მაისში მამუკამ ხელფასის სახით 2500 ლარი, ხოლო ივნისში 3000 ლარი მიიღო. 
რამდენი პროცენტით მოიმატა მამუკას ხელფასმა?

2  ქალის ლაბადა 2-ჯერ 30% -იანი ფასდაკლების შემდეგ 490 ლარად გაყიდეს. ა) რა 
ღირდა ლაბადა ფასდაკლებამდე? ბ) რამდენი პროცენტით დაიკლო ლაბადის ფასმა?

3  ბენზინი იანვრიდან მაისის ჩათვლით ყოველთვიურად საშუალოდ 3 პროცენტით 
ძვირდებოდა. რა ღირდა 1 ლიტრი ბენზინი მაისის ბოლოს, თუ იანვრის დასაწყისში 
მისი ფასი 3,2 ლარი იყო. 

4  სურათი აუქციონზე 2-ჯერ ერთი და იმავე 
პროცენტით ფასის მატების შემდეგ საწყის 

ფასზე 2 1
4

-ჯერ ძვირად გაიყიდა. 

ა) რამდენი პროცენტით მატულობდა ფასი 
თითოეულ ჯერზე; 
ბ) სულ რამდენი პროცენტით გაიზარდა ფასი? 
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5  ფასის 2-ჯერ ერთი და იმავე პროცენტით კლების შემდეგ ტელევიზორი საწყის ფასზე 

17
9

-ჯერ იაფად გაიყიდა. ა) რამდენი პროცენტით კლებულობდა ფასი თითოეულ 

ჯერზე; ბ) სულ რამდენი პროცენტით დაიკლო ფასმა?
6  ფეხსაცმელი 3-ჯერ ერთი და იმავე პროცენტით ფასდაკლების 

შემდეგ საწყის ფასზე 3 3
8

-ჯერ იაფად გაიყიდა. ა) რამდენ 

პროცენტს შეადგენდა ფასდაკლება თითოეულ ჯერზე? ბ) სულ 
რამდენი პროცენტით დაიკლო ფასმა?

7  რა თანხა დაგროვდება 4 წლისა და 6 თვის განმავლობაში ანაბარზე ყოველწლიური 
4%-იანი რთული საპროცენტო დარიცხვით, თუ ანაბარზე შეტანილი საწყისი თანხაა 
600 ლარი.

8  რა თანხა შეიტანა ანაბარზე ლელამ, თუ წლიური 5%-იანი რთული საპროცენტო 
დარიცხვით, ანგარიშზე 2 წლის განმავლობაში 44100 ლარი დაგროვდა? 

9  გიას ყოველი წლის დასაწყისში ბანკში შემნახველ ანაბარზე შეაქვს 500 ლარი. რა 
თან ხა დაუგროვდება გიას 6 წლის განმავლობაში, თუ ანგარიშგება ყოველწლიური 
5%-იანი რთული საპროცენტო დარიცხვით ხორციელდება?

10  რა თანხა უნდა შევიტანოთ ბანკში ყოველი წლის დასაწყისში, რომ 10%-იანი 
რთული საპროცენტო დარიცხვის შემთხვევაში 3 წელიწადში ანგარიშზე 7282 ლარი 
დაგროვდეს? 

11  კახას წლის ბოლოს ანგარიშზე ჰქონდა 400 ლარი, ხოლო მომდევნო წლის დასა-
წყისიდან იმავე ანგარიშზე ყოველწლიურად შეჰქონდა 200 ლარი. რა თანხა 
დაუგროვდება კახას ანგარიშზე 4 წლის განმავლობაში 8%-იანი რთული საპროცენტო 
დარიცხვით?

12  ლიამ ბინის შესაძენად ბანკიდან 100000 ლარის იპოთეკური სესხი აიღო. რა თანხა 
უნდა გადაიხადოს ლიამ ყოველწლიურად, რათა სესხი 10 წელწადში დაფაროს, თუ 
სესხზე ყოველწლიური საპროცენტო დარიცხვაა 8%.

13  გამოთვალე, რა თანხის გადახდა იქნება საჭირო ყოველთვიურად, ბანკიდან 10000 
ლარის 16%-იანი სესხის აღების შემთხვევაში, რათა სესხი 5 წელიწადში დაიფაროს.  

14  კატომ ბანკიდან აღებული სესხი 5 წლის განმავლობაში დაფარა. რა თანხა ისესხა 
კატომ, თუ სესხზე ყოველწლიური საპროცენტო დარიცხვა იყო 8%, ხოლო კატო 
წლიურად 15000 ლარს იხდიდა? 

15  A ბანკში წლიური საპროცენტო დარიცხვაა 8%, ხოლო B ბანკში – 10%. რამდენი 
პროცენტით მეტი ყოველთვიური გადასახადი მოგვიწევს B ბანკში A ბანკთან 
შედარებით 5 წლის განმავლობაში, ერთი და იმავე სესხის შემთხვევაში? 

აბა, სცადე!

 დაადგინე, რომელი წლის რომელ თვეში გაორმაგდება საბანკო ანგარიშზე 2024 
წლის დასაწყისში შეტანილი თანხა, თუ წლიური საპროცენტო დარიცხვაა 5%.
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ტესტი თვითშემოწმებისათვის №2

1  
37
20

-ის ათწილადი ჩანაწერია:

ა) 3,7; ბ) 0, 37; გ) 1,85; დ) 1,17. 

2  მოცემული წილადებიდან რომელი ჩაიწერება სასრული ათწილადის სახით?

ა) 
11
6

; ბ) 
21
30

;  გ) 17
9

; დ) 
12
17

.

3  წარმოადგინე ათწილადის სახით 
13
15

.

ა) 0,8(6); ბ) 0,6(8); გ) 0,(13); დ) 0,(15).

4  წარმოადგინე პერიოდული ათწილადი წილადის სახით 3,42(5).

ა) 
31
9

; ბ) 3 21
990

;  გ) 3 5
900

; დ) 3 383
900

.

5  მოცემული რიცხვებიდან რომელია ირაციონალური რიცხვი?
ა) 7,(7); ბ) 0,13(15); გ) 2 25, ; დ) 5 . 

6  3 -ის მიახლოებითი მნიშვნელობა მეათედის სიზუსტის არის:
ა) 1,5; ბ) 1,3; გ) 1,7; დ) 1,17. 

7  ქვემოთ მოცემული გამონათქვამებიდან რომელია მცდარი? შენი მოსაზრება დაა-
საბუთე კონტრმაგალითის მოყვანით.
ა) ყოველი ნატურალური რიცხვი მთელი რიცხვია;
ბ) ყოველი პერიოდული ათწილადი რაციონალური რიცხვია;
გ) ნებისმიერი ორი ირაციონალური რიცხვის ჯამი ირაციონალური რიცხვია; 
დ) ნებისმიერი ორი რაციონალური რიცხვის ჯამი რაციონალური რიცხვია.

8  თებერვალში პალტოს ფასი 40%-ით შემცირდა, ხოლო მარტში ფასს კიდევ 60% და-
აკლდა. სულ  რამდენი პროცენტით შემცირდა პალტოს ფასი ორ თვეში?
ა) 76%-ით; ბ) 20%-ით; გ) 100%-ით; დ) 24%-ით.

9  რა თანხა დაგროვდება ბანკში 4 წლისა და 9 თვის განმავლობაში, თუ საწყისი 
შენატანია 1000 ლარი, ხოლო წლიური საპროცენტო დარიცხვა 4%? (პასუხი ჩაწერე 
1 თეთრამდე სიზუსტით.)

10  რა ყოველწლიური თანხის გადახდა მოუწევს კლიენტს 10 წლის განმავლობაში,  
ბანკიდან 40000 ლარის 20%-იანი სესხის აღების შემთხვევაში? (პასუხი ჩაწერე 
1 თეთრამდე სიზუსტით.)
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ამ თავში ისწავლი:
 � კუთხის რადიანულ ზომას;
 � ტრიგონომეტრიული ფუნქციების განმარტებას;
 � ნებისმიერი რიცხვითი არგუმენტისთვის;
 � ტრიგონომეტრიული ფუნქციების თვისებებსა და 
გრაფიკს;

 � დაყვანის ფორმულებს; 
 � უმარტივესი ტრიგონომეტრიული განტოლებების 
ამოხსნას;

 � კოსინუსების თეორემას;
 � სინუსების თეორემას;
 � მრავალკუთხედის ფართობის გამოსათვლელ 
ფორმულებს.

თავის შესწავლის შემდეგ შეძლებ:
 � ტრიგონომეტრიული ფუნქციების გრაფიკების აგებას;
 � პერიოდული, კენტი და ლუწი ფუნქციების ამოცნობას;
 � დაყვანის ფორმულების გამოთვლების საწარმოებლად 
გამოყენებას; 

 � სამკუთხედის ამოხსნას (სამკუთხედის სამი ელემენტით 
დანარჩენი ელემენტების პოვნას); 

 � სამკუთხედის სამი ელემენტით მედიანის, ბისექტრისის, 
სიმაღლის, ფართობის, ჩახაზულ და შემოხაზულ წრეთა 
რადიუსების პოვნას;

 � მიუვალ ადგილამდე მანძილის, ორ ობიექტს 
შორის მანძილის, ობიექტის ზომების დადგენას 
ტრიგონომეტრიის გამოყენებით.

ჰერონ ალექსანდრიელი
ახ.წ. I საუკუნე

მათემატიკოსი და  
ინჟინერ-გამომგონებელი

ჰერონი ყველა დროის 
ერთ-ერთ უდიდეს 
გამომგონებლადაა 

მიჩნეული. ინფორმაცია 
მისი მათემატიკური 

მიღწევებისა და საოცარი 
საინჟინრო გამოგონებების 
შესახებ შეგიძლია მოიძიო 

ინტერნეტში.

კომპლექსური დავალება 
„გეომეტრიული გაზომვები ტრიგონომეტრიის გამოყენებით“

ტრიგონომეტრია ქართულად სამკუთხედის გაზომვას ნიშნავს. იგი სამკუთხედის 
გვერ დებსა და კუთხეებს შორის მიმართებებს ადგენს. ტრიგონომეტრიული გამოთვლები 
გამოიყენება მათემატიკის, ფიზიკისა და საინჟინრო საქმის ყველა მიმართულებაში. 
ტრიგონომეტრიას იყენებენ ასტრონომები ვარსკვლავებამდე, ხოლო გეოგრაფები 
გეოგრაფიულ ობიექტებამდე მანძილის დასადგენად, მედიკოსები – კომპიუტერულ 
ტომოგრაფიაში, ნავიგაციის სპეციალისტები –  საჰაერო და საზღვაო ნავიგაციაში და სხვ. 

ტრიგონომეტრიას გარკვეული გაზომვების ჩასატარებლად წინა წლებშიც ვიყენებ-
დით. ვადგენდით ხის ან შენობის სიმაღლეს, მანძილს ორ წერტილს შორის და ა.შ. მაგრამ 
ყველა ამ გამოთვლაში ვსარგებლობდით მხოლოდ მართკუთხა სამკუთხედში არსებული 
ტრიგონომეტრიული დამოკიდებულებით. 

ამ თავში მოცემული მასალა, რომელიც ტრიგონომეტრიული ფუნქციების თვისებების 
უფრო ღრმა ანალიზს ეთმობა, საშუალებას გვაძლევს ამოვხსნათ ნებისმიერი სამ-
კუთხედი, ანუ სამკუთხედის მოცემული სამი ელემენტით, რომელთაგან ერთი მაინცაა 
გვერ დი, ვიპოვოთ სამკუთხედის დანარჩენი ელემენტები. 

თავი 3. ტრიგონომეტრია

DO N
OT C

OPY



45

სამკუთხედის ამოხსნის ამ თავში განხილული მეთოდები საშუალებას იძლევა პრაქტი-
კული გაზომვები ვაწარმოოთ გასაზომი ობიექტიდან დიდ მანძილზე ყოფნის შემთხვევაშიც. 
ასეთი გაზომვის რამდენიმე მაგალითი სახელმძღვანელოშია მოცემული. 

ქვემოთ მოცემულია სამი სქემატური ნახაზი, რომელთაგან ერთზე ნაპირიდან ზღვაში 
მოდრეიფე გემამდე მანძილი, მეორე შემთხვევაში – გემის სიგრძე, ხოლო მესამე შემთხვე-
ვაში – მწვერვალამდე მანძილი და მწვერვალის სიმაღლეა გამოსათვლელი. 

β

αA

B

β
α

γ δ

A

B

α
A B

h

β

შენი დავალება:
1. ნახაზებზე მოცემული თითოეული შემთხვევისთვის სიტყვიერად აღწერე საძიებელი 

სიდიდეების პოვნის ეტაპები და გამოსახე ეს სიდიდეები ნახაზზე მოცემული სიდიდეების სა-
შუალებით (ნახაზებზე მოცემულად ითვლება AB მონაკვეთი და მასთან მდებარე კუთხეები); 

2. მიღებული შედეგები გამოიყენე პრაქტიკული გაზომვებისათვის:
ა) გაზომვები ჩაატარე შენთვის მოხერხებული სხვადასხვა ობიექტის შემთხვევაში 

(მაგალითად გაზომე მანძილი, მახლობლად მდგომ ობიექტამდე, ხის ან შენობის სიმაღლე, 
უახ ლოესი გორაკის ან მთის სიმაღლე და სხვა). შეეცადე, რომ ჩატარებული გაზომვები 
მოიცავ დეს მოცემული ნახაზების სამივე შემთხვევას;

ბ) გაითვალისწინე, რომ ნახაზებზე მოცემული AB მონაკვეთის სიდიდის შერჩევისას, 
რაც, ერთი შეხედვით, მხოლოდ შენზეა დამოკიდებული, რეალური შედეგის მისაღებად ეს 
სიდიდე გასაზომი ობიექტის თანაზომადი უნდა იყოს. მაგალითად, თუ ხის სიმაღლის გასა-
ზომად საკმარისია AB-სთვის ავიღოთ 1-2 მეტრი, მყინ-
ვარის სიმაღლის გასაზომად ასეთი სიგრძის მონაკვეთი 
არ გამოდგება, რადგან ამ შემთხვევაში α და β კუთხეებს 
შორის განსხვავება პრაქტიკულად არ დაფიქსირდება. 
ამიტომაა, რომ მაგალითად, მახლობელ პლანეტებამდე 
მანძილის გასაზომად A-სა და B-ს როლში იღებენ დედა-
მიწის ორ უშორეს წერტილთა წყვილს, ხოლო შორეულ 
ვარსკვლავებამდე მანძილის გასაზომად დედამიწაზე არ-
სებული მან ძილები გამოუსადეგარია; 

გ) კუთხეთა გასაზომად კუთხის მზომი ხელსაწყო შეგიძლია თვითონ დაამზადო.
3. შეადარე შენ მიერ ჩატარებული გაზომვის შედეგები რეალურ ზომებს;
4. ნაშრომი წარმოადგინე პრეზენტაციის სახით, რომელშიც ხაზგასმით წარმოაჩენ:

• რა ფაქტებისა და მეთოდების ცოდნა დაგეხმარა დავალების შესრულებაში;
• რა პრაქტიკული გამოყენება აქვს შენ მიერ ჩატარებულ სამუშაოს;
• როგორ გაზომე საჭირო კუთხეები;
• როგორ გამოთვალე კუთხეთა ტრიგონომეტრიული ფუნქციების მნიშვნელობები;
• რა ნიშნით შეარჩიე გასაზომი მანძილები;
•  რა ტექნიკური საშუალებები გამოიყენე საჭირო ზომების დასადგენად და გამოთვ-

ლების საწარმოებლად;
5. ნაშრომს დაურთე შესაბამისი ნახაზები და იმ ობიექტების ფოტოები, რომელთა ზო-

მებიც გამოთვალე.
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ამოცანა. გიგა ყოველ მე-3 დღეს დადის ცურვაზე, ლალი – ყოველ მე-4 დღეს. 
1 ოქტომბერს გიგა და ლალი ერთად იყვნენ ცურვაზე. ოქტომბრის კიდევ რომელ  

რიცხვებში იქნებიან გიგა და ლალი ცურვაზე ერთად?
ამოხსნა. პირობის თანახმად გიგა ცურვაზე იქნება ოქტომბრის 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 

25, 28 და 31 რიცხვებში, ხოლო ლალი – 1, 5, 9, 13, 17, 21, 25 და 29 რიცხვებში. ამ ორ 
ჩამონათვალში საერთო დღეებია 1, 13 და 25. ე.ი. გიგა და ლალი ცურვაზე ერთად კიდევ 13 
და 25 ოქტომბერს იქნებიან. 

პასუხი. 13 და 25 რიცხვებში.
მოვლენას, რომელიც დროის ერთი და 

იმავე ინტერვალის შემდეგ მეორდება, 
პერიო დული მოვლენა ეწოდება. პერი-
ოდული მოვლენებია: დედამიწის მზის გა-
რშემო ბრუნვა, მთვარის დედა მიწის გარ-
შემო ბრუნვა, დღე -ღამის მონაცვლეობა 
და სხვ. 

განხილულ ამოცანაში გიგას ცურვაზე 
ყოფნა მეორდება ყოველ 3 დღეში, ლალის 
ყოფნა – ყოველ 4 დღეში. სხვა სიტყვებით, გიგას ცურვაზე ყოფნის პერიოდია 3 დღე, ლალის 
– 4 დღე, ხოლო ორივესი ერთად – 3-ისა და 4-ის საერთო ჯერადი, ანუ 12 დღე. 

პერიოდულობის თვისება ზოგიერთ რიცხვით ფუნქციასაც ახასიათებს. მოვიყვანოთ ამ 
თვისების ზუსტი განმარტება:

f რიცხვით ფუნქციას ეწოდება პერიოდული ფუნქცია T პერიოდით, თუ არსებობს ისეთი 
T არანულოვანი რიცხვი, რომ ყოველი x რიცხვისათვის f ფუნქციის განსაზღვრის არიდან, 
სრულდება ორი პირობა:

1. x+T და x–T რიცხვები ეკუთვნის f ფუნქციის განსაზღვრის არეს; 
2. f(x–T)=f(x+T)=f(x). 
ადვილად შეგიძლია დარწმუნდე, რომ თუ T რიცხვი f ფუნქციის პერიოდია, მაშინ f ფუნ-

ქციის პერიოდი იქნება, აგრეთვე, T რიცხვის ნებისმიერი ჯერადი რიცხვი, ანუ kT სახის რი-
ცხვი, სადაც k ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი მთელი რიცხვია. 

პერიოდული ფუნქციის უმარტივესი მაგალითია მუდმივი ფუნქცია. ასეთი ფუნქციის პე-
რიოდი იქნება ნებისმიერი არანულოვანი რიცხვი (ახსენი, რატომ.)

მთელ რიცხვით ღერძზე განსაზღვრული T პერიოდის მქონე პერიოდული ფუნქციის 
გრაფიკის ასაგებად საკმარისია, გრაფიკი ავაგოთ T სიგრძის რაიმე შუალედში, ხოლო შემდეგ 
ეს გრაფიკი (kT; 0), k∈Z, პარალელური გადატანით გავავრცელოთ მთელ ღერძზე. 

მაგალითი. ავაგოთ y=f(x) ფუნქციის გრაფიკი, თუ f ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეზე გან-
საზღვრული 2-ის ტოლი პერიოდის მქონე ფუნქციაა, რომელიც [0; 2] შუალედში მოცემულია 
ტოლობით: f(x)=2x–x2. 

3.1 პერიოდული ფუნქცია

პერიოდული ფუნქციის განსაზღვრა და გრაფიკის აგება.
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ამოხსნა. როგორც ვხედავთ, [0; 2] შუალედში f კვადრატული ფუნქციაა. ამიტომ ამ 
შუალედში მისი გრაფიკი იქნება პარაბოლის ნაწილი. ავაგოთ ეს ნაწილი და შემდეგ 
(±2; 0) კოორდინატების მქონე პარალელური გადატანის მრავალჯერადი გამოყენებით 
გავავრცელოთ მთელ ღერძზე (იხილე ნახაზი). 

უპასუხე კითხვებს:

1. რას ეწოდება პერიოდული ფუნქცია?
2. რას ეწოდება ფუნქციის პერიოდი?
3. რა პერიოდული ბუნებრივი მოვლენები იცი?
4. როგორ ააგებ პერიოდული ფუნქციის გრაფიკს?

სავარჯიშოები

1  ორი მაღვიძარა საათიდან ერთი ყოველ 2 საათში, ხოლო მეორე – ყოველ 3 საათში 
რეკავს. დილის 8 საათზე ორივე საათმა დარეკა. კიდევ რამდენჯერ დარეკავს ორივე 
საათი ერთდროულად მეორე დილის 7 საათამდე?

2  მაღვიძარა საათი ზარს ყოველ 5 საათში რეკავს. საათმა დარეკა დილის 6 საათზე. 
რამდენი დღის შემდეგ დარეკავს საათი ისევ დილის 6 საათზე?

3  f პერიოდული ფუნქციაა 1-ის ტოლი პერიოდით. ამასთან, f(–0,3)=9. იპოვე: 
ა) f(–2,3); ბ) f(3,7).

4  f და g ნამდვილ რიცხვთა R სიმრავლეზე მოცემული პერიოდული ფუნქციებია. f ფუნქ-
ციის პერიოდია 3, g ფუნქციის პერიოდი – 5. ამასთან, f(0)+g(0)=–3. იპოვე: 
ა) f(3)+g(5); ბ) f(–6)+g(–10); გ) f(15)+g(15).

5  f და g ნამდვილ რიცხვთა R სიმრავლეზე მოცემული პერიოდული ფუნქციებია. f ფუნ-
ქციის პერიოდია 4, g ფუნქციის პერიოდი – 5. რა პერიოდი აქვს f+g ფუნქციას? 

6  ააგე y=f(x) ფუნქციის გრაფიკი, თუ f ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეზე განსაზღვრული 
1-ის ტოლი პერიოდის მქონე ფუნქციაა, რომელიც [0; 1] შუალედში მოცემულია ტო-
ლობით: f (x)= x–x2.
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7  ააგე y=f(x) ფუნქციის გრაფიკი, თუ f ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეზე განსაზღვრული 
4-ის ტოლი პერიოდის მქონე ფუნქციაა, რომელიც [–2; 2] შუალედში მოცემულია ტო-
ლობით: f(x)=2–|x|.

8  ვთქვათ, f ფუნქციის პერიოდებია T1 და T2 დადებითი რიცხვები. იქნება თუ არა 
(T1+T2) რიცხვი ამავე ფუნქციის პერიოდი?

9  დაამტკიცე, რომ f(x)=2x ფუნქცია არაა პერიოდული.

10  მთელ რიცხვთა Z სიმრავლეზე განსაზღვრული f ფუნქცია მოცემულია ტოლობით: 

( )




1, m ,
f m =

2, m

Tu kentia

Tu luwia.
დაამტკიცე, რომ f პერიოდული ფუნქციაა და იპოვე მისი უმცირესი დადებითი 
პერიოდი.

11  დირიხლეს ფუნქცია ნამდვილ რიცხვთა R სიმრავლეზე შემდეგი წესით განსაზღვრული 
ფუნქციაა: 

( )
x

x




1, ,
f =

0, x 

Tu racionaluria

Tu iracionaluria.

დაამტკიცე, რომ დირიხლეს ფუნქცია პერიოდული ფუნქციაა და დაადგინე 
მისი პერიოდი. აქვს თუ არა ამ ფუნქციას უმცირესი დადებითი პერიოდი?

12  ვთქვათ, f1 და f2 საერთო განსაზღვრის არის მქონე პერიოდული ფუნქციებია, შესა-

ბამისად, T1 და T2 პერიოდებით. დაამტკიცე, რომ თუ 
T
T

1

2

 შეფარდება რაციონალური 

რიცხვია, მაშინ f1+f2 პერიოდული ფუნქციაა.

13  გამოთვალე: 
ა) sin30°+sin60°; ბ) cos30°+cos60°;
გ) tg30°+tg60°; დ) sin45°·tg45°·cos45°.

14  მართკუთხა სამკუთხედის კათეტების შეფარდებაა 5:12. გამოთვალე სამკუთხედის 
უმცირესი კუთხის სინუსი, კოსინუსი და ტანგენსი. 

15  მართკუთხა სამკუთხედის მახვილი კუთხეებია α და β. გამოთვალე:

ა) sin2α+sin2β; ბ) tgα·tgβ;

გ) (1+tg2α)sin2β; დ) 1 cos
cos

2

2
� �

�
.
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აქამდე ტრიგონომეტრიული ფუნქიების განმარტება ვიცოდით მახვილი 
კუთხის შემთხვევაში. ამ განმარტებაში ვიყენებდით მართკუთა სამკუთხედს. 
გავიხსენოთ ეს განმარტებები (ნახ.1): 

sinα=
a
c

; cosα =
b
c

; tgα =
a
b

.   (1)

ჩვენი მიზანია ტრიგონომეტრიული ფუნქციები განვმარტოთ ნებისმიერი 
გრადუსული ზომის არგუმენტისათვის. 

საკოორდინატო სიბრტყეზე დავხაზოთ 1-ის ტოლი რადიუსის 
მქონე წრეწირი ცენტრით კოორდინატთა სათავეში (ნახ. 2). ასეთ 
წრეწირს ერთეულოვანი წრეწირი ეწოდება. ეს წრეწირი საკოორ-
დინატო ღერძებს გადაკვეთს (1; 0), (0; 1), (–1; 0) და (0; –1) კოორდი-
ნატების მქონე წერტილებში და ამ წერტილებით იყოფა 4 ღია რკა-
ლად, რომლებიც გადანომრილია საათის ისრის საწინააღმდეგო 
მიმართულებით. 

(1; 0) კოორდინატების მქონე წერტილი აღვნიშნოთ P0-ით 
(ნახ.3), 

ნებისმიერი α გრადუსისათვის Pα-თი აღვნიშნოთ ერთეულო-
ვანი წრეწირის ის წერტილი, რომელიც მიიღება P0 წერტილის α 
გრადუსით მობრუნებით კოორდინატთა სათავის მიმართ. ამასთან, 
გავითვალისწინოთ, რომ დადებითი α-სათვის მობრუნება ხდება 
საათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით, ხოლო 
უარყოფითი α-სათვის – საათის ისრის მოძრაობის მიმართულე-
ბით. მე-3 ნახაზზე ნაჩვენებია Pα წერტილის მდებარეობა, როცა 
α=30°, 90°, 150° და –30°. 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ Pα წერტილის კოორდინატები, 
როცა: ა) α=30°; ბ) α=–30°; გ) α=390°. 

ამოხსნა. ა) იმის გამო, რომ OAP30° მართკუთხა სამკუთხედში 

OP30 ჰიპოტენუზა (ნახ.4) 1-ის ტოლია, AP30° კათეტი იქნება 
1
2

-ის, 

ხოლო OA კათეტი 
3

2
-ის ტოლი. მაშასადამე, P30° წერტილის კოორდინატებია 

3
2

1
2

;
�

�
��

�

�
�� ;

ბ) P-30° წერტილი P30° წერტილის სიმეტრიულია აბსცისთა ღერძის მიმართ, ამიტომ მისი 

პირველი კოორდინატი იგივეა, რაც P30°-ის პირველი კოორდინატი, ანუ
3

2
, ხოლო მეორე 

კოორდინატი – მხოლოდ ნიშნით განსხვავებული, ანუ –
1
2

.

გ) 390°=30°+360°, ე.ი. P390° წერტილი მიიღება P0 წერტილის ჯერ 30 გარადუსით, ხოლო 
შემდეგ 360 გრადუსით მობრუნებისას. მაგრამ 360 გრადუსით მობრუნება ერთი სრული 
ბრუნია, ანუ P390°=P30°.

3.2 ერთეულოვანი წრეწირი

ტრიგონომეტრიული ფუნქციების განმარტება 
ერთეულოვანი წრეწირის დახმარებით

α  

a c 

b
 

ნახ. 1

Y

XO
(1;0)

(0;1)

(-1;0)

(0;-1)

III 

III IV 

ნახ. 2

P150°

P180°

P90°

P30°

P-30°

P030° 30°
30°

Y

XO

III 

III IV 

ნახ. 3

1
2

P90°

P30°

P-30°

P0A30°
30°

Y

XO
1–
2

ნახ. 4
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პასუხი: ა) 
3

2
1
2

;
�

�
��

�

�
�� ; ბ) 

3
2

1
2

;�
�

�
��

�

�
�� ; გ) 

3
2

1
2

;
�

�
��

�

�
�� .

ანალოგიური მსჯელობით ადვილად დარწმუნდები ქვემოთ მოცემული თეორემის მარ-
თებულობაში (იმსჯელე მე-5 ნახაზის მიხედვით): 

თეორემა 1. თუ Pα წერტილის კოორდინატებია (x; y), მაშინ P-α 
წერტილის კოორდინატები იქნება (x; –y), ხოლო Pα+360·k წერტი-
ლის კოოორდინატები, სადაც k ნებისმიერი მთელი რიცხვია – ისევ 
(x;y). 

ვთქვათ, 0°<α<90° და Pα წერტილის კოორდინატებია (x;y) 
(ნახ.6). თუ ტრიგონომეტრიული ფუნქციების (1) ტოლობებით მო-
ცემულ განმარტებებს დავწერთ OAPα მართკუთხა სამკუთხედის 
შემთხვევაში, მივიღებთ:

sinα=
AP
OP

= y
1

= yα

α

;  cosα=
AO
OP

= x
1

= x
α

;  tgα=
AP
OA

= y
x

= sin
cos

.α α
α

მივიღეთ, რომ თუ α მახვილი კუთხის ზომაა, მაშინ Pα წერტილის პირველი კოორდი-
ნატაა cosα, მეორე კოორდინატა – sinα, ხოლო მეორე კოორდი-
ნატის პირველ კოორდინატთან ფარდობა – tgα. ამ გარემოებაზე 
დაყრდნობით შეგვიძლია განვმარტოთ ტრიგონომეტრიული ფუნ-
ქციების ნებისმიერი α-სთვის:

განმარტება. ნებისმიერი α გრადუსისათვის Pα წერტილის 
აბსცი სას ეწოდება cosα, ხოლო ორდინატას – sinα. იმ შემთხვე-
ვაში, როცა აბსცისა განსხვავდება 0-ისგან, ორდინატის აბსცისას-
თან ფარდობას ეწოდება tgα. 

მაშასადამე: ნებისმიერი α გრადუსისათვის Pα  წერტილის კოორდინატებია (cosα; sinα). 
მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ა) sin0°, cos0°, tg 0°; ბ) sin90°, cos90°, tg90°.
ა) მე-6 ნახაზზე P0 წერტილის კოორდინატებია (1;0), რაც, განმარტების თანახმად, ნიშნავს: 

sin0°=0, cos0°=1, tg0°=
0
1

0= ;

ბ) მე-6 ნახაზზე P90 წერტილის კოორდინატებია (0;1), რაც, განმარტების თანახმად ნიშ-
ნავს: sin90°=1, cos90°=0, ხოლო tg90° არ არსებობს, რადგან 0-ზე გაყოფა არ შეიძლება.

1-ელი თეორემიდან და ტრიგონომეტრიული ფუნქციების მოცემული განმარტებიდან გა-
მომდინარეობს შემდეგი თეორემა:

თეორემა 2. ნებისმიერი α არგუმენტისათვის მართებულია შემდეგი ტოლობები:
sin(–α)=–sinα, cos(–α)=cosα, tg(–α)=–tgα;   (2)
sin(α+360°·k)= sinα, cos(α+360°·k )=cosα,   (3)

სადაც k ნებისმიერი მთელი რიცხვია. 
მაგალითი 3. გამოვთვალოთ sin (–750°) და cos(–750°).
ამოხსნა. მე-2 ტოლობების ძალით sin (–750°)=–sin 750° და cos(–750°)= cos750°, ხოლო 

მე-3 ტოლობების ძალით: 
sin750°=sin(30°+2·360°)=sin30° =

1
2

, cos750°=cos(30°+2·360°)=cos30° =
3

2
.

პასუხი. sin (–750°)= 1
2

− , cos(–750°)= 3
2

.  

y

-y

Pα=Pα+360k

P-α

P0A
x

α
α

Y

XO

ნახ. 5

y Pα

P0

90°P

A
x

α
α

Y

XO

ნახ. 6
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უპასუხე კითხვებს:

1. როგორ განიმარტება მართკუთხა სამკუთხედში მახვილი კუთხის სინუსი? 
კოსინუსი? ტანგენსი?

2. რას ეწოდება ერთეულოვანი წრეწირი?

3. რა კოორდინატების მქონე წერტილში კვეთს ერთეულოვანი წრეწირი აბსცისათა 
ღერძს? ორდინატთა ღერძს?

4. რა კოორდინატები აქვს: ა) P0°; ბ) P180°; გ) P270°; დ) P-90° წერტილს?

5. Pα წერტილის რომელი კოორდინატია sinα? cosα?

6. რომელი ტრიგონომეტრიული ფუნქციის მნიშვნელობა არ იცვლება არგუმენტის 
ნიშნის შეცვლით?

7. რა ნიშანი ექნება: ა) sinα-ს; ბ) cosα-ს, როცა 90°<α<180°? 

სავარჯიშოები

1  დახაზე ერთეულოვანი წრეწირი და მონიშნე მასზე Pα წერტილი, სადაც: 
ა) α=10°;  ბ) α= � �45 ;  გ) α= � �90 ;  დ) α= 300°; ე) α=120°; ვ) α= 270°.

2  გაარკვიე, რომელ მეოთხედშია Pα წერტილი, თუ α არის: 
285 376 204 172 12 730 90 800 .�� � �� �� � �� � �� �� � �� �

3  ვთქვათ, Pα წერტილის კოორდინატებია (x;y). იპოვე Pβ წერტილის კოორდინა-
ტები, თუ:
ა) β=α-360°; ბ) β=α+720°; გ) β=α+180°.

4  დაადგინე, დადებითია თუ უარყოფითი:
ა) sin sin sin sin sin sin sin sin65 105 161 179 200 250 365�� �� �� �� �� �� �� 3380��

ბ) cos cos cos cos cos cos cos cos40 87 100 192 200 250 339 3�� �� �� �� �� �� �� 880��  

გ) tg40 80 100 102 185 250 286 320 36�� �� �� �� �� �� �� ��tg tg tg tg tg tg tg tg 88 .�
5  დაადგინე, რომელ მეოთხედებშია დადებითი: ა) სინუსი; ბ) კოსინუსი; გ) ტანგენსი.

6  რა ნიშანი აქვს ქვემოთ მოცემულ გამოსახულებას?
ა) sin145��  ბ) sin � �� ��92  გ) cos145��  დ) cos � �� ��45  ე) tg96��  ვ) tg182 .°  

7  რა ნიშანი აქვს ნამრავლს? 
ა) sin sin85 102� � �;  ბ) cos cos184 172� � �;  გ) sin sin tg142 142 142� � � � ��  

დ) tg tg111 172� � �;  ე) cos tg192 255� � �;  ვ) sin tg cos80 290 170� � � � �.
8  რომელია მეტი:

ა) sin20° თუ sin40°? ბ) cos20° თუ cos40°? გ) tg20° თუ tg40°?

9  განსაზღვრე სხვაობის ნიშანი:
ა) sin sin25 26� � ��  ბ) sin sin130 240� � �;  გ) cos cos25 26� � ��  

დ) sin sin45 40� � ��  ე) sin sin62 70� � ��  ვ) cos cos40 42 .� � �  
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10  ჩაწერე ზრდის მიხედვით:
ა) sin 60°, sin 20°, sin 70°, sin 30°, sin 45°, sin 80°; 
ბ) cos , cos , cos , cos , cos , cos50 60 40 30 90 45 .° ° ° ° ° °  

11  იპოვე: 
ა) sin180°, cos180°, tg180°; ბ) sin270°, cos270°, tg270°;
გ) sin360°, cos360°, tg360°.

12  გამოთვალე:
ა) sin 405°, cos405°, tg405°; ბ) sin (–405°), cos(–405°), tg(–405°); 
გ) sin 420°, cos420°, tg420°; დ) sin (–420°), cos(–420°), tg(–420°); 
ე) sin 720°, cos720°, tg720°; ვ) sin (–720°), cos(–720°), tg(–720°).

13  წარმოადგინე ტრიგონომეტრიული ფუნქცია 0°-სა და 360°-ს შორის მოთავსე-
ბული არგუმენტით: 
ა) sin585��  ბ) cos � �� ��860  გ) tg506��  დ) sin � �� ��576  ე) cos770��  ვ) tg 1810 .�� �

14  იპოვე: 
ა) sin13°, თუ sin 733°=a; ბ) cos55°, თუ cos 415°=b; გ) tg380°, თუ tg20°=c.

15  იპოვე:
ა) sinα, თუ sin (720°–α)=a; ბ) cosα, თუ cos (720°–α)=b; 
გ) tgα, თუ tg(720°–α)=c.

16  დაასახელე ორი განსხვავებული არგუმენტი, რომელთაგან თითოეულზე სინუსი 
3

2
-ის ტოლია.

17  დაასახელე ორი განსხვავებული არგუმენტი, რომელთაგან თითოეულზე ტანგენსი 
1-ის ტოლია.

18  დაასახელე 0°-სა და 360°-ს შორის მოთავსებული ორი განსხვავებული არგუმენ-
ტი, რომელთაგან თითოეულზე კოსინუსი 0-ის ტოლია.

19  გამოთვალე sin + cosα α  გამოსახულების მნიშვნელობა, როცა: 

ა) � � ��0  ბ) � � ��45  გ) � � �60 ;  ბ)� � ��90  გ) � � ��180  დ) � � �270 .
20  გამოთვალე:

ა) 5 90 2 0 2 270 10 180sin cos sin cos� � � � � � ��  ბ) 13 0 12 90 3 30sin cos tg� � � � ��

გ) 3 0 2 90 3 270 3 180tg cos sin cos� � � � � � ��  დ) 2 45 3 60 2 45 .cos tg tg� � � � �

21  გაამარტივე გამოსახულება: 

ა) 4 45 3 45 2 452 2 2asin atg acos� � �� � � �� � �

ბ) 
asin btg

a sin abcos btg
90 45

2 30 2 0 45

2 2

2 2

�� � � �� �
� � � � �� �

;
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გ) 
2 60

45
3 0

2 30 2 45 5

2
2

2

2

acos b
tg

absin

asin bcos a

�� � �
�

�

�
�

�

�
� � �� �

� � � � ccos tg0 0 3
� � �� �

;  დ) 
4 2 45 60

3 90 4 30 30

2

2 2
� � � �
� � � � �

tg tg
sin cos tg

.  

22  რა სიგრძის რკალს შემოწერს ერთეულოვან წრეწირზე Pα წერტილი: 

ა) P0 წერტილიდან P90°  წერტილამდე მოძრაობისას? 
ბ) P0 წერტილიდან P180° წერტილამდე მოძრაობისას? 
გ) P45° წერტილიდან P60° წერტილამდე მოძრაობისას? 

23  გამოთვალე: 
ა) sin 120°, cos120°, tg120°; ბ) sin 150°, cos150°, tg150°;
გ) sin 300°, cos300°, tg300°.

24  ვთქვათ, sin 20° =a. იპოვე α, რომლისთვისაც: 
ა) sinα=a და 90°<α<180°; ბ) sinα=–a და 180°<α<270°.

25  ვთქვათ, cos 20° =a. იპოვე α, რომლისთვისაც: 
ა) cosα=–a და 90°<α<180°; ბ) cosα=a და 0°<α<360°.

26  იპოვე ყველა α, რომლისთვისაც: ა) sinα=0; ბ) cosα=0.

27  რამდენჯერ აღემატება წრეწირის სიგრძე მის დიამეტრს? რადიუსს?

28  რა სიგრძისაა 1 სმ რადიუსის მქონე წრეწირის რკალი, თუ მისი გრადუსული ზომაა:
ა) 180°; ბ) 90°; გ) 60°; დ) 45°; ე) 30°; ვ) 15°.

29  გამოთვალე მანძილი საკოორდინატო სიბრტყეზე მდებარე P(x;y) წერტილიდან 
კოორდინატთა სათავემდე, თუ: 
ა) x=3, y=4; 

ბ) x=
3

2
, y= −

1
2

; 

გ) x= −
1
3

, y= −
2 2

3
.

30  საკოორდინატო სიბრტყის მეორე მეოთხედში მდებარე A წერტილიდან კოორდი-
ნატთა სათავემდე მანძილი 1-ის ტოლია. A წერტილის აბსცისა – 0,3-ის ტოლია. 
იპოვე A წერტილის ორდინატა.

აბა, სცადე!

მოცემულია ორი ცვლადიანი გამონათქვამი:
1.  sinα+cosα>1;
2. Pα წერტილი ეკუთვნის I მეოთხედს.
დაამტკიცე ამ ორი გამონათქვამის ტოლფასობა და ჩამოაყალიბე თეორემის სახით.
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წინა პარაგრაფში ტრიგონომეტრიული ფუნქციები განვმარტეთ, რო-
გორც გრადუსებში მოცემული არგუმენტის ფუნქციები. ჩვენი მიზანია 
იგივე ფუნქციები რიცხვითი არგუმენტის ფუნქციებად, ანუ ისეთ ფუნქ-
ციებად ვაქციოთ, რომელთა განსაზღვრის არე ნამდვილ რიცხვთა სიმ-
რავლე იქნება. 

როგორც ვიცით, ცენტრალური კუთხის გრადუსული ზომა განისაზ-
ღვრება მისი შესაბამისი რკალის გრადუსული ზომით: წრეწირი იყოფა 
360 ტოლ ნაწილად, რომელთაგან თითოეულს 1-გრადუსიანი რკალი ეწო-
დება. ყოველი რკალი იმდენ გრადუსიანად ითვლება, რამდენ 1-გრადუსიან რკალსაც შეი-
ცავს. 

გავეცნოთ კუთხის ახალ საზომ ერთეულს – რადიანს.
კუთხის რადიანული ზომაც წრეწირთან არის დაკავშირებული:
განმარტება. 1 რადიანის ტოლი კუთხე ეწოდება ცენტრალურ კუთხეს, რომლის შესაბა-

მისი რკალის სიგრძე რადიუსის ტოლია. 

1-ელ ნახაზზე ∠AOB=1რად, რადგან AB AO OB r
�

� � � .

დავადგინოთ კავშირი კუთხის რადიანულ და გრადუსულ ზომებს შორის. ვიცით, რომ 
r-რადიუსიანი წრეწირის სიგრძე 2πr-ის ტოლია, ანუ წრეწირის სიგრძე რადიუსს 2π-ჯერ აღე-
მატება. ეს ნიშნავს, რომ სრული კუთხის გრადუსული ზომა, ანუ 360 გრადუსი, 2π რადიანის 
ტოლია. აქედან ვასკვნით, რომ π რადიანი 180 გრადუსის ტოლია, ე.ი. 

1რად=
180 57�

� �
�

.     (1)

ამ ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ნებისმიერი α ნამდვილი რიცხვისთვის 

α რად=�
�

�
�180 .     (2)

მაგალითად, 
π
2

რად� �
�
� �

�
�2

180 90 ,  
π
6

რად� �
�
� �

�
�6

180 30 ,

ხოლო 

5 რად� �
�
� � � � �5 180 5 57 285

�
.

ისევე, როგორც გრადუსული ზომის არგუმენტისთვის, რი-
ცხვითი არგუმენტისთვისაც ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 
ერთეულოვანი წრეწირის დახმარებით განიმარტება. კერძოდ, 
ნებისმიერი α ნამდვილი რიცხვისთვის Pα წერტილი მიიღება P0 
წერტილისგან კოორდინატთა სათავის მიმართ α რადიანით მო-
ბრუნებით, ხოლო sinα და cosα შესაბამისად, Pα წერტილის ორ-
დინატას და აბსცისას წარმოადგენენ (ნახ. 2). 

3.3 რიცხვითი არგუმენტის ტრიგონომეტრიული ფუნქციები

კუთხის რადიანული ზომის შემოღება და რიცხვითი 
არგუმენტის ტრიგონომეტრიული ფუნქციების განმარტება. 

O

r

r

B

A

ნახ. 1

Pα

–1

–1

1

1

sinα

cosα
P0

Y

XO

ნახ. 2
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სავარჯიშოები

1  წრეწირი 15 ტოლ ნაწილადაა დაყოფილი. იპოვე თითოეული რკალის რადიანული 
ზომა. 

2  ზღვის კომპასის წრეწირი 32 ტოლ ნაწილადაა დაყოფილი, თი-
თოეულს რუმბი ეწოდება. გამოთვალე რუმბის რადიანული ზომა. 

3  რამდენი რადიანით შემობრუნდება საათის წუთების მაჩვენე-
ბელი ისარი:
ა) ნახევარ საათში? ბ) 2 სთ-ში?

4  რომელ მეოთხედშია Pα, თუ ა) α=1; ბ) α=2; გ) α=3; დ) α=4; ე) α=1,8π. 

5  დაადგინე მოცემული რიცხვის ნიშანი:

ა) sin sin sin sin sin sin sin4
5

3
4

2
3

2
5

2
45

5
36

14
45

.� � � � � � �� � � � � �

ბ) cos cos cos cos cos cos cos4
5

3
4

2
3

2
5

2
45

5
36

14
45

.� � � � � � �� � � � � �  

გ) tg tg tg tg tg tg tg4
5

3
4

2
3

2
5

2
45

5
36

14
45

.� � � � � � �� � � � � �

6  დადებითია თუ უარყოფითი: sin4? cos1,5? tg0,3?

7  განსაზღვრე მოცემული რიცხვის ნიშანი, თუ 0
2

� ��
�

: 

sin sin cos cos tg�
�

�
�

�
� � � � �

2 2
3
2

��
�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � �� �� �� ��� � �� �tg � � .

მაგალითი. გამოვთვალოთ: ა) sin
π
6

;  ბ) cos
3
2
π

; გ) tgπ.

ამოხსნა: ა)
π
6

რად=30°, ამიტომ sin
π
6

=sin30°=
1
2

;

ბ) 
3
2
π

რად=270°, ამიტომ cos
3
2
π

=cos270°=0;

გ) tgπ=
sin
cos

�
�
�

�
�
� �

sin
cos

.180
180

0
1

0

უპასუხე კითხვებს:

1. რა სიდიდის ცენტრალურ კუთხეს ეწოდება 1 რადიანის ტოლი?
2. წრეწირის რა ნაწილია 1 რადიანის ტოლი რკალი?
3. რამდენი გრადუსს უდრის ერთი რადიანი?
4. რას ეწოდება რიცხვითი არგუმენტის სინუსი? კოსინუსი? ტანგენსი?
5. დაახლოებით, რამდენ გრადუსს უდრის 2 რადიანი? 0,5 რადიანი?
6. რომელ მეოთხედშია P3 წერტილი? P5 წერტილი?
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8  სამკუთხედის კუთხეები ისე შეეფარდება ერთმანეთს, როგორც 2:3:4. სამკუთხე-
დის კუთხეები გამოსახე რადიანებში.

9  სამკუთხედის ორი კუთხის ზომებია 
π

15
და 

π
5

.  გამოთვალე სამკუთხედის სამივე 

კუთხის გრადუსული ზომები.

10  ოთხკუთხედის კუთხეები ისე შეეფარდება ერთმანეთს, როგორც 1:3:5:6. ოთხკუთ-
ხედის თითოეული კუთხე გამოსახე რადიანებში. 

11  გამოსახე რადიანებში წესიერი: ა) სამკუთხედის; ბ) ოთხკუთხედის; გ) ექვსკუთხე-
დის კუთხეები. 

12  გამოთვალე:

ა) 3 2 2 1 5 4sin cos , sin tg� � � �� � � �  ბ) 8 2 2 3 2
2

2� � � � �sin cos sin cos� �
�

�

გ) 2
4

3 2 5 2sin cos tg
�

� �� � �   დ) 4 2 2
1
2

3
3
2

4 .tg sin cos tg� �
�

�� � �

13  გაამარტივე გამოსახულება: 

ა) 4
4

2
4

3
4

2
2 2

asin acos atg
� � �
� � ��
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�  ბ) 2

4
3 0

4
bsin atg a tg

� �
� � �

გ) 2
4

3
3 4

bcos atg a tg� � �
� � ;   დ) 

asin btg

a sin abcos btg

� �

� �

2 4

2
6

2 0
4

2 2

2
2

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�

� �

. 

14  რომელია მეტი: 
ა) sin1°  თუ sin1?  ბ) sin0,5  თუ sin0,6?  გ) sin6°  თუ sin6?  

დ) cos0,8  თუ cos0,9 ? ე) cos60°  თუ cos π
6

? ვ) cos30°  თუ cos3?  

15  იპოვე ყველა α, რომლისთვისაც: ა) sinα =1; ბ) cosα =1; გ) tgα=0. 

16  მარიამმა და ანიმ მოცემული α არგუმენტი-
სათვის გამოთვალეს სინუსისა და კოსინუ-
სის მნიშვნელობები. მათგან ერთ-ერთმა 
დაუშვა შეცდომა. რომელმა დაუშვა შეც-
დომა, თუ მარიამმა მიიღო:

 cos ,� � 0 8 , sin ,� � �0 6  და 

 ანიმ მიიღო: cos ,� � 0 7 , sin ,� � 0 2 ? 

17  რომელია მეტი: ა) sin0,5 თუ 0,5? 
ბ) cos0,5 თუ 0,5? გ) tg1 თუ 1? 
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18  წრიული სექტორის ფართობი 36 კვ. სმ-ია, ხოლო ამ სექტორის რკალის შესაბა-
მისი კუთხე – 0,5 რად. იპოვე წრის რადიუსი. 

19  დაამტკიცე, რომ ნებისმიერი α არგუმენტისათვის P��  წერტილი Pα  წერტილის 

სიმეტრიულია აბსცისათა ღერძის მიმართ.

20  დაამტკიცე, რომ ნებისმიერი α არგუმენტისთვის P� ��  წერტილი Pα  წერტილის სი-

მეტრიულია ორდინატთა ღერძის მიმართ.

21  დაამტკიცე, რომ ნებისმიერი α არგუმენტისთვის P� ��  წერტილი Pα  წერტილის სი-

მეტრიულია კოორდინატთა სათავის მიმართ.

22  დაამტკიცე, რომ ნებისმიერი α არგუმენტისთვის მართებულია ტოლობები: 
ა) sin( ) sin� � �� � ; ბ) cos( ) cos� �� � ;

გ) sin( ) sin� � �� � ; დ) cos( ) cos� � �� � � ;

ე) sin( ) sin� � �� � � ; ვ) cos( ) cos� � �� � � . 

23  დაამტკიცე, რომ ნებისმიერი α არგუმენტისთვის სრულდება ტოლობა: 
sin cos2 2 1� �� � .

24  ქვემოთ მოცემული ფუნქციებიდან რომელი ფუნქციებია ლუწი? კენტი? 

ა) y=x3+4x; ბ) y=3x2+5; გ) y=
7
x

;

დ) y=x2+5x; ე) y = x ; ვ) y = 2x
x +12 .

25  იპოვე ფუნქციის განსაზღვრის არე:

ა) y x� � 20 ; ბ) y x
x

�
�
�

5
4

; გ) y=
1
x

; დ) y= x2 4+ .

26  ვთქვათ, sin27°=a. იპოვე:
ა) sin387°; ბ) sin(–27°); გ) sin207°; დ) sin(–207°). DO N

OT C
OPY
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წინა პარაგრაფში სინუსი და კოსინუსი განვმარტეთ ნებისმიერი რიცხვითი არგუმენტი-
სათვის. ეს ნიშნავს, რომ სინუსისა და კოსინუსის განსაზღვრის არეა ნამდვილ რიცხვთა სიმ-
რავლე: R=(–∞; +∞). ამ ფუნქციების განმარტებიდანვე გამომდინარეობს, რომ თითოეული 
მათგანის მნიშვნელობათა სიმრავლეა [–1; 1] ჩაკეტილი შუალედი (ახსენი, რატომ). ასე რომ, 
შეგვიძლია დავწეროთ:

sin R , cos R� � � �� � � � � �� �11 11 .

იმის გამო, რომ ნებისმიერი ნამდვილი α რიცხვისთვის Pα და P-α წერტილები აბსცისათა 
ღერძის მიმართ სიმეტრიული წერტილებია (იხ. 1.1 პარაგრაფის ნახ.5), შეგვიძლია დავწეროთ: 

 sin(–α)=–sinα, cos(–α)=cosα. (1)
ეს ტოლობები ნიშნავს, რომ სინუსი კენტი, ხოლო კოსინუსი ლუწი ფუნქციაა. 
თუ 1.1 პარაგრაფში მოცემულ მე-3 ტოლობას ჩავწერთ რიცხვითი არგუმენტის შემთხვე-

ვაში და გავითვალისწინებთ, რომ 360°=2π რად, მივიღებთ:
 sin(α+2πk)=sinα, cos(α+2πk)=cosα, k Z∈ . (2) 

ეს ტოლობები ნიშნავს, რომ სინუსი და კოსინუსი პერიოდული ფუნქციებია და მათი პე-
რიოდი 2π-ს ჯერადი რიცხვებია. 

დავამტკიცოთ, რომ 2π სინუსისა და კოსინუსის უმცირესი დადებითი პერიოდია. 
ის რომ, 2π ამ ფუნქციების პერიოდია, უკვე ვიცით. ვაჩვენოთ, რომ 2π-ზე მცირე დადე-

ბითი რიცხვი არ შეიძლება იყოს სინუსის პერიოდი. მართლაც, დავუშვათ, არსებობს ისეთი 
0<T<2π რიცხვი, რომ ყოველი α არგუმენტისთვის sin(α+T)=sinα. თუ ამ ტოლობაში ჩავსვამთ 

α=
π
2

, მივიღებთ sin(
π
2

+T)=sin
π
2

=1. მაგრამ სინუსი 1-ის ტოლი მხოლოდ 
�

�
2

2� k სახის არ-

გუმენტისათვის ხდება (ახსენი, რატომ), რაც გამორიცხავს 0<T<2π პირობას. 
ანალოგიური მსჯელობით დამტკიცდება, რომ 2π-ზე მცირე დადებითი რიცხვი არ შეიძლება 

იყოს კოსინუსის პერიოდი. ამ შემთხვევაში cos(α+T)=cosα ტოლობაში უნდა ჩავსვათ α=0. მი-
ვიღებთ cosT=cos0=1, ეს ტოლობა კი მხოლოდ მაშინ შესრულდება, როცა T=2πk, k Z∈ .

განმარტების თანახმად tg = sin
cos

α
α
α

. ამასთან, იმისათვის, რომ წილადს აზრი ჰქონდეს, 

უნდა მოვითხოვოთ cosα≠0. ეს კი ნიშნავს, რომ α=
�

�
2
� �k, k Z,სახის რიცხვები არ ეკუთ-

ვნის ტანგენსის განსაზღვრის არეს.
ცხადია, 2π და მისი ჯერადები ტანგენსისთვისაც იქნება პერიოდი. მაგრამ ტანგენსს აქვს 

უფრო მცირე პერიოდიც. კერძოდ, ტანგენსის უმცირესი დადე-
ბითი პერიოდია π. 

მართლაც, იმის გამო, რომ Pα+π= Pα-π და ეს წერტილი Pα წერ-
ტილის სიმეტრიულია კოორდინატთა სათავის მიმართ, შეგვი-
ძლია დავწეროთ:

sin sin , cos cos� � � � � ��� � � � �� � � � .

ე.ი. tg
sin
cos

sin
cos

tg� �
� �
� �

�
�

��� � � �� �
�� �

�
�
�

� .

3.4 ტრიგონომეტრიული ფუნქციების თვისებები

რიცხვითი არგუმენტის ტრიგონომეტრიული ფუნქციების 
თვისებების ჩამოყალიბება და გამოყენება.

Pα

Pα±π

Y

X
O

DO N
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ტანგენსი 0-ის ტოლი მხოლოდ π-ის ჯერად რიცხვებზე ხდება. ამიტომ, π ტანგენსის უმცი-
რესი დადებითი პერიოდია. 

შევნიშნოთ, რომ ტანგენსი ნებისმიერ რიცხვით მნიშვნელობას ღებულობს. 
Pα წერტილი კოორდინატთა სათავიდან 1-ის ტოლი მანძილითაა დაშორებული. ეს კი ნიშ-

ნავს, რომ ყოველი α არგუმენტისათვის პითაგორას თეორემიდან გამომდინარე, სრულდება 
ტოლობა:

 sin2α + cos2 α = 1. (3)
თუ დავუშვებთ, რომ cosα≠0 და მე-3 ტოლობის ორივე მხარეს გავყოფთ cos2α-ზე, მივი-

ღებთ:
 1+tg2α=

1
2

 2cos
, k, k Z

�
�

�
�� � � .  (4)

მე-3 და მე-4 ფორმულები საშუალებას გვაძლევს ერთ-ერთი ტრიგონომეტრიული ფუნ-
ქციის მოცემული მნიშვნელობით გამოვთვალოთ დანარჩენი ორი ტრიგონომეტრიული ფუნ-
ქციის მნიშვნელობა.

მაგალითი1. ა) ვიპოვოთ cosα და tgα, თუ sinα=0,6; ბ) ვიპოვოთ sinα და cosα, თუ 
tgα=2 2 . 

ამოხსნა. ა) მე-3 ფორმულით cos2α=1–sin2α=0,64, აქედან cosα=±0,8; tgα=
sin
cos

α
α

=±0,75;

ბ) მე-4 ფორმულით cos2α=
1

1+ tg2�
�

1
9

,  აქედან cosα=±
1
3

; sinα=tgα·cosα= ±
2 2

3
.

პასუხი. ა) cosα=±0,8, tgα=±0,75; ბ) cosα=±
1
3

, sinα = ±
2 2

3
.

ამ მაგალითით დავრწმუნდით, რომ როგორც ა), ისე ბ) შემთხვევაში ნიშნით განსხვავე-
ბული ორ-ორი პასუხი მიიღება. იმისათვის, რომ ასეთ მაგალითებში ცალსახა პასუხები მივი-
ღოთ, უნდა გვქონდეს დამატებითი ინფორმაცია, რომლის საშუალებითაც დავასკვნით ფუნ-
ქციის საძიებელი მნიშვნელობის ნიშანს. 

მაგალითად, თუ ა) შემთხვევაში მოცემულ პირობასთან ერთად გვეცოდინება, რომ Pα 
წერ ტილი ეკუთვნის მე-2 მეოთხედს, იმის გამო, რომ მეორე მეოთხედში cosα უარყოფითია, 
±0,8 ნაცვლად პასუხი იქნებოდა –0,8. 

მსგავსი მაგალითების ამოსახსნელად სასარგებლოა ტრიგონომეტრიული ფუნქციების 
ნიშნების ცოდნა. ეს ნიშნები მოცემულია სქემებზე. 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ y= f(x) ფუნქციის უმცირესი დადებითი პერიოდი, თუ: 
ა) f(x)=sin2x; ბ) f(x)=sin2x+cos3x.
ამოხსნა. შევნიშნოთ, რომ თუ y= f(x) ფუნქციის პერიოდია T, მაშინ y= f(ax+b) ფუნქციის 

პერიოდი, სადაც a და b მოცემული რიცხვებია, ამასთან a≠0, იქნება 
T
a

.
მართლაც, 

Y

+ +

– – X

სინუსი

Y

– +

– + X

კოსინუსი

Y

– +

+ – X

ტანგენსი

DO N
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სავარჯიშოები

1  იპოვე: 
ა) sin2,5π; ბ) sin5π; გ) sin(–2,5π); დ) sin20π; 

ე) sin
7
3
π

; ვ) sin ��
�
�

�
�
�

5
3
�

; ზ) cos4,5π; თ) cos(–4,5π); 

ი) cos
13

6
π

; კ) cos
11
6
π

; ლ) cos
5
3
π

; მ) cos ��
�
�

�
�
�

5
3
�

;

ნ) tg3π; ო) tg
5
4
π

; პ) tg ��
�
�

�
�
�

5
4
�

; ჟ) tg
4
3
π

; 

რ) tg ��
�
�

�
�
�

4
3
�

; ს) tg
19

6
π

. 

2  მოცემული ფუნქციებიდან რომელია კენტი? ლუწი? არც კენტი და არც ლუწი?
ა) y = x + sinx;3  ბ) y = 2cosx + sin x;2

გ) y = cosx
sin x3 ;  დ) y = 1+ 2sinx

cosx1 2−
.  

3  პერიოდულია თუ არა ფუნქცია:
ა) y x sinx� � �  ბ) y = 2cosx + sinx?  

გ) y = cos x
sin x

?
2

2  დ) y sinx
cosx

�
�
�
2

1 2
?  

უპასუხე კითხვებს:

1. როგორ ფუნქციას ეწოდება ლუწი ფუნქცია? კენტი ფუნქცია?
2. რა სიმრავლეა სინუსის განსაზღვრის არე? ტანგენსის განსაზღვრის არე? 
3. რა სიმრავლეა სინუსის მნიშვნელობათა სიმრავლე? ტანგენსის მნიშვნელობათა 
სიმრავლე? 
4. რომელი ტრიგონომეტრიული ფუნქციებია კენტი? ლუწი?
5. რა არის კოსინუსის უმცირესი დადებითი პერიოდი? ტანგენსის?
6. რომელ მეოთხედებშია ტანგენსი დადებითი? კოსინუსი?

f a( x + T
a

)+ b = f ax + b + T = f ax + b .�
�
�

�
�
� � � � �

ა) როგორც ვიცით, y=sinx ფუნქციის უმცირესი დადებითი პერიოდია 2π, ამიტომ y=sin2x 
ფუნქციის უმცირესი დადებითი პერიოდი იქნება 2π:2=π.

ბ) y=sin2x ფუნქციის პერიოდია π და მისი ჯერადი რიცხვები, ხოლო y=cos3x ფუნქციის  – 
2
3
π

 და მისი ჯერადი რიცხვები. sin2x-ისა და cos3x-ის პერიოდის უმცირესი საერთო ჯერა დი, 

ანუ უმცირესი დადებითი რიცხვი იქნება 2π. ე.ი. 2π არის, როგორც y=sin2x ფუნქციის, ისე 
y=cos3x ფუნქციის პერიოდი, ამიტომ 2π იქნება მათი ჯამის უმცირესი დადებითი პერიოდი.
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4  იპოვე მოცემული ფუნქციის უმცირესი დადებითი პერიოდი:
ა) y= sin 5x; ბ) y= cos4x; გ) y= tg3x; 
დ) y=sin0,5x; ე) y=tg(2x+3); ვ) y= sinx+tgx.

5  იპოვე მოცემული ფუნქციის პერიოდი:

ა) f x sin x� � � �� �5 7 ;  ბ) f x = 5sin x� � �1 4
3

;  გ) f x = cos x� � ��
�
�

�
�
�5

3
.  

6  იპოვე cosα და tgα, თუ sinα= −
5

13
 და π<α<1,5π.

7  იპოვე sinα და tgα, თუ cosα=
12
13

 და 1,5π<α<2π.

8  იპოვე sinα და cosα, თუ tgα=–1 და 0,5π<α<π.

9  იპოვე cosα, თუ sinα=–0,4 და tgα>0.

10  იპოვე sinα·cosα, თუ tgα= 15 .

11  დაადგინე y=f(x) ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე, თუ:
ა) f(x)=2sinx–1; ბ) f(x)=sin2x–1; გ) f(x)=2sin2x–cos2x; დ) f(x)=tg2x.

12  გაამარტივე გამოსახულება:
ა) 1–sin2α+cos2α; ბ) sinα–cosα·tgα; გ) (1–sin2α)tg2α; დ) (1+tg2α)cos2α ;

ე) 
1
1

2

2
�
�

cos
sin

�
�

; ვ) 
cos

sin

2

1
�
��

; ზ) 
sin

cos

2

1
�
��

; თ) 
2 12cos

cos sin
�

� �
�

�
.

13  იპოვე ფუნქციის უმცირესი დადებითი პერიოდი:
ა) y=sin5x+cos4x; ბ) y=cos2x; გ) y= sinx ; დ) y=sin2x+tg4x;

ე) y=sin3x; ვ) f x = sin x
2

+ tg x
3

;� �   ზ) f x = 2
tg3x

+ 4tg2x;� �  თ) f x = sin x
3

+ cos x
2

� � .

14  დაადგინე y=sin2x–sinx+1 ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე.

15  მოცემულია y=f(x) კენტი პერიოდული ფუნქცია 2-ის ტოლი პერიოდით, როცა 
x 0;1�� � , f(x)=x2–x. 
ა) გამოთვალე f(–0,5)+f(1,5);
ბ) ააგე მოცემული ფუნქციის გრაფიკი �� �3 3; შუალედში.

შესაძლებელია თუ არა?

აბა, სცადე!

რაიმე α არგუმენტისათვის შესრულდეს უტოლობა sin4α+cos4α>1?

დაადგინე y=sinx+cosx ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე.
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ტესტი თვითშემოწმებისათვის №3

1  გამოთვალე: sin 240°�� � .  

ა) –
3

2
;     ბ) 

1
3

;     გ) 
3

2
;       დ) – 3 .

2  გამოთვალე გამოსახულების მნიშვნელობა: tg30 tg60� � �� �2 .

ა) 6 3
4

;       ბ) 5 1
3

;      გ) – 6 3
4

;    დ) 
4
3

.

3  ქვემოთ მოცემულთაგან რომელ გამოსახულებას აქვს აზრი?

ა)
12

sin2
;

π
   ბ) tg145°;      გ) cos ;340°     დ) 4tg 3

2
.π

4  იპოვე sinα , თუ cos =� �
1
2

 და 
�

� �
2

< < .

ა) 
1
2

;          ბ) 
3

2
;    გ) –

3
2

;      დ) –1.

5  იპოვე გამოსახულების მნიშვნელობა: sin 30 60 45� �� � � � �� � � � �� �cos tg .

ა) –1;          ბ) 
3

2
;     გ) – 3  ;     დ) 1.

6  გაამარტივე გამოსახულება: tg sin tg sin .2 2 2 2� � � �� � �

ა) sinα ; ბ) cos ;α  გ) –1 ; დ) 0.

7  განსაზღვრე  ნამრავლის ნიშანი.
sin67 cos261 cos372 sin 75 cos 72� � � � � � � �� � � � �� �

8   იპოვე ერთეულოვანი წრეწირის P5
4
π წერტილის კოორდინატები.

9  იპოვე y = 7 4sin� � ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობა.

10  შესაძლებელია თუ არა, რომ რაიმე α არგუმენტისთვის შესრულდეს ორივე ტო-
ლობა:  

sinα= −
5

3
 და cosα=

2
3

?  (პასუხი დაასაბუთე.)
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შევისწავლოთ ფორმულები, რომელთა გამოყენებით ნებისმიერი არგუმენტის ტრიგონო-

მეტრიული ფუნქციის მნიშვნელობის გამოთვლა შეიძლება 0
2
��

��
�
��

�
შუალედში მოთავსებული 

არგუმენტის ტრიგონომეტრიული ფუნქციის მნიშვნელობის გამოთვლაზე დავიყვანოთ. ამ 
ფორმულებს დაყვანის ფორმულები ეწოდება. მოვიყვანოთ ეს ფორმულები:

1. sin cos , cos sin , tg�
� �

�
� �

�
�

2 2
     

2
��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � � ��

�
�

�
�
� � �

11
tg�

;

2. sin cos , cos sin , tg
t

�
� �

�
� �

�
�

2 2
     

2
1

��
�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � gg�

;

3. sin sin , cos cos , tg tg� � � � � � � � ��� � � � �� � � � �� � � �     

4. sin sin , cos cos , tg tg� � � � � � � � ��� � � �� � � � �� � � � �     

5. sin cos , cos sin , tg3
2

3
2

     3
2

�
� �

�
� �

�
���

�
�

�
�
� � � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
�� � �

1
tg�

;

6. sin cos , cos sin , tg3
2

3
2

     3
2

�
� �

�
� �

�
���

�
�

�
�
� � � ��

�
�

�
�
� � � ��

�
�

�
��
� �

1
tg�

.

დავამტკიცოთ, მაგალითად 1-ელი ფორმულები იმ შემ-

თხვევში, როცა α არგუმენტი აკმაყოფილებს 0
2

� ��
�

 პი-

რობას.
განმარტების თანახმად, ნახაზზე მოცემული Pα წერ-

ტილის კოორდინატებია cosα და sinα, ხოლო P�
�

2
�

 წერტი-

ლის კოორდინატები – cos �
�

2
��

�
�

�
�
�  და sin �

�
2
��

�
�

�
�
� . PαAO 

და OBP�
�

2
�

 სამკუთხედების ტოლობიდან მივიღებთ: 

OB=APα , ანუ cos �
�

2
��

�
�

�
�
� =–sinα და BP AO,�

�
2
�
�  ანუ sin �

�
2
��

�
�

�
�
� =cosα.

 tg
tg

�
�

�
�

�
�

�
� �2

2

2

1
��

�
�

�
�
� �

��
�
�

�
�
�

��
�
�

�
�
�

�
�

� �
sin

cos

cos
sin

.

დაყვანის ფორმულაში ტოლობის მარცხენა ნაწილს დასაყვანი ფუნქცია ვუწოდოთ, ხოლო 
მარჯვენას – დაყვანილი. 1-6 ტოლობებზე დაკვირვების შედეგად შეგვიძლია ჩამოვაყალი-
ბოთ შემდეგი დასკვნა:

3.5 დაყვანის ფორმულები

დაყვანის ფორმულების გაცნობა და ტრიგონომეტრიული 
ფუნქციების მნიშვნელობათა გამოსათვლელად გამოყენება.

AB X

Y

O

P π
+ α

2

Pα

α

α
π
+ α

2
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•  თუ დასაყვანი ფუნქციის არგუმენტი 
�

�
2
� -ს ან 

3
2
�

�� -ს შეიცავს (ანუ 
π
2

 კენტჯე-

რაა აღებული), მაშინ დასაყვანი ფუნქცია იცვლება: კოსინუსი იცვლება სინუსით, სი-
ნუსი – კოსინუსით; 

•  თუ დასაყვანი ფუნქციის არგუმენტია � �� ,  მაშინ დასაყვანი ფუნქცია არ იცვლის 

სახელწოდებას;
•  დაყვანილი ფუნქციის ნიშნის დასადგენად უნდა ჩავთვალოთ, რომ 0

2
� ��

�
 და დაყ-

ვანილ ფუნქციას დავუწეროთ დასაყვანი ფუნქციის ის ნიშანი, რომელიც მას აქვს მო-
ცემული არგუმენტისთვის. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ: ა) cos 7
6
π

;  ბ) sin ,10 75π;  გ) tg23 2
3

π .

ამოხსნა.

ა) cos cos cos7
6 6 6

3
2

�
�

� �
� ��

�
�

�
�
� � � � � ; 

ბ) sin , sin sin cos10 75 10
2 4 2 4 4

2
2

� �
� � � � �

� � ��
�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � � �  

გ) tg tg tg tg
tg

23 2
3

23 2
3

2
3 2 6

1

6

� �
� � � �

�
� ��

�
�

�
�
� �

�
�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � � � � 33.

დაყვანის ფორმულებით გრადუსებში მოცემული არგუმენტის შემთხვევაშიც შეგვიძლია 
ვისარგებლოთ. ამ დროს უნდა გავითვალისწინოთ, რომ π რადიანი =180°.

მაგალითი 2. დავიყვანოთ მახვილი კუთხის ფუნქციაზე: 
ა) cos1640��   ბ) sin140° ;  გ) tg280°.  

ამოხსნა.
ა) კოსინუსის პერიოდულობის თვისების თანახმად: 

cos cos cos1640 360 4 200 200� � � � � �� � � �.
დაყვანის ფორმულის გამოყენებით ვწერთ: cos cos cos200 180 20 20 .� � � � �� � � � �

ბ) sin sin sin140 180 40 40 .� � � � �� � � �

გ) tg tg tg tg tg500 2 180 140 140 180 40 40 .� � � � � �� � � � � � � �� � � � �

როცა დასაყვანი ფუნქცია ლუწ ხარისხშია, მის ნიშანზე ზრუნვა აღარ გვიწევს.

მაგალითი 3. ვიპოვოთ: ა) sin2 240° ; ბ) sin4 1320� �� �.  

ამოხსნა. ა) sin sin sin2 2 2240 180 60 60 3
4

� � � � �� � � � �

ბ) sin sin sin sin sin4 4 4 4 41320 1320 360 3 240 240 180� �� � � � � � � � �� � � � � � �� �� � � � � �60 60 9
16

4sin

მაგალითი 4. გავამარტივოთ გამოსახულება: 
tg tg180 180 90

90
� �� � � �� � � �� �

� �� �
� � �

�
cos
sin

.

ამოხსნა. 
tg tg tg

tg180 180 90
90

1
� �� � � �� � � �� �

� �� �
�
� � �� � �� � �

�

� �
�cos

sin

cos

ccos
.

�
�1  

პასუხი: 1.
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უპასუხე კითხვებს:

1) რაში ვიყენებთ დაყვანის ფორმულებს?

2) რა შემთხვევაში არ შეიცვლება დასაყვანი ფუნქცია დაყვანის შემდეგ?

3) როგორ უნდა დავადგინოთ დაყვანის ფორმულების გამოყენებისას ფუნქციის 
ნიშანი?

სავარჯიშოები

1  დაიყვანე α არგუმენტის ტრიგონომეტრიულ ფუნქციაზე: 

ა) sin �
�

2
��

�
�

�
�
�;  ბ) sin � ��� �;  გ) cos 3

2
�

���
�
�

�
�
�;

დ) cos 3� ��� �;  ე) tg ,3 5� ��� �;  ვ) tg 3� ��� �.
2  დაიყვანე α არგუმენტის ტრიგონომეტრიულ ფუნქციაზე: 

ა) sin 360� �� �� ;  ბ) sin 270� �� �� ;  გ) cos 180� �� �� ;

დ) cos 90� �� �� ;  ე) tg 360� �� �� .

3  დაიყვანე α არგუმენტის ტრიგონომეტრიულ ფუნქციაზე: 
ა) sin � � �� �90 ;  ბ) cos � ��� �;  გ) tg � � �� �360 ;  

დ) sin2 � ��� �;  ე) tg2 270� � �� �.
4  გაამარტივე გამოსახულება: sin cos tg� � �� �� � � � �� � � � �� �90 180 180 .

5  მოცემული ფუნქცია დაიყვანე 0
4
��

��
�
��

�
შუალედში მოთავსებული არგუმენტის ფუნ-

ქციაზე: 
ა) sin ,0 8��  ბ) cos ,3 1��  გ) tg ,4 7��  დ) tg ,2 8 .π

6  დაიყვანე ფუნქცია 45°-ზე ნაკლები დადებითი კუთხის ფუნქციაზე:

ა) sin485��  sin875��  sin � �� �5108 ;

ბ) cos cos cos1025 1694 815�� � �� �� � �� ��

გ) tg tg tg869 1759 917�� �� ��� � �� �.
7  იპოვე [0; 360°) შუალედში მოთავსებული ის არგუმენტები, რომელთა სინუსია: 

ა)
3

2
; ბ) −

2
2

; გ) –1.

8  იპოვე 0 2�� ��  შუალედში მოთავსებული ის არგუმენტები, რომელთა კოსინუსია: 

ა) 
3

2
; ბ) −

2
2

; გ) –1.

9  იპოვე 0 2�� �� შუალედში მოთავსებული ის არგუმენტები, რომელთა ტანგენსია: 

ა) 3 ; ბ) 0; გ) –1.
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10  გაამარტივე გამოსახულება:

ა) sin tg180 90� �� � � � �� ��� �  ბ)
tg
cos

180
90
� �� �
� �� �

�
�
�

 გ) 
tg

cos
180
180

� �� �
� �� �

�
�
�

დ) sin sin cos90 90 2 180� �� � � � �� � � � �� ��� � �  ე) 
cos

cos

2 90 1
180
� �� � �
� �� �

�
�
�

 

ვ) cos cos cos90 90 180� �� � � � �� � � � �� ��� � �

ზ) sin sin cos180 270 2 360� �� � � � �� � � � �� ��� � �  

თ) cos sin tg
tg

180 90 180 1
90

� �� � � � �� � � � �� � �
� �� �

� � �
�

.

11  გაამარტივე გამოსახულება:

ა) 
sin cos

tg

3
2

3

5
2

�
� � �

�
�

��
�
�

�
�
� �� �

��
�
�

�
�
�

�  ბ) sin cos tg� � � �
�

��� � �� � ��
�
�

�
�
� �15 3

2

გ) 
2

2 2
1

2

cos sin tg

tg
sin

�
�

�
� � �

�
�

� �

��
�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � �� �

��
�
�

�
�
�

� �� �
��  დ) 

2 3825 1215
1260

sin sin
cos
� �� � � �

� �� �
.

12  გაამარტივე გამოსახულება: 
ა) 4 120 300sin tg� � ��  ბ) 8 510 300 240sin cos tg� � � �� � � ��  

გ) 2 225 405
330

2sin tg
tg

� �
�
�
�  დ) 

10
315

150 225
tg

sin cos
�
� � �� � � ��  

ე) 
cos

cos
tg sin

cos
� �� �

�
�

� �
�

120
300

210 315
180

.

13  გამოთვალე გამოსახულების რიცხვითი მნიშვნელობა:

ა)
tg cos cos

tg
sin

� �� � � � �� � � � �� �

� �� �
� � �� �

150 210 60
1
240

330
;  ბ) 

2 660 630
3

1020
2 660

sin sin

tg
cos

� � �

�
� � �� �

;  

გ) sin sin sin sin450 270 450 270� �� � � � �� � � � �� � � � �� �� � � � . 

14  გაამარტივე გამოსახულება: 

ა)
cos tg tg

tg sin tg
180 90 180

90 90
� �� � � � �� � � � �� �
� � �� � � � �� �

�
� � �

� � �
 ბ)

2 3290 1490
2 585

sin sin
tg
� � �

�
.  
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შესაძლებელია თუ არა?

რომ საკოორდინატო სივრცის სამ წერტილს ისე შევურჩიოთ კოორდინატები, რომ 
ისინი ერთ სიბრტყეში არ აღმოჩნდენენ? ოთხ წერტილს?

15  დაამტკიცე ტოლობა:

ა) cos cos sin sin�
� � �

�
� � �

2
3 5

2
3 0��

�
�

�
�
� � �� � � ��

�
�

�
�
� �� � � ;

ბ) cos tg sin
tg

t3
2 2 2

1
3
2

�
�

�
�

�
�

�
�

��
�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� �

��
�
�

�
�
�

� gg��

გ) 
sin
tg tg tg

cos
sin

180
180

1
90

1
90

360� �� �
� �� �

�
� �� �

�
� �� �

�
� �� ��

� � �
�

��� �
� �

�
�sin

დ) sin tg cos tg� � � �
�

� ��� � � �� � � ��
�
�

�
�
� � �

2
 ე)

sin tg

cos
tg

� � �
�

�
�

� �

�� � � ��
�
�

�
�
�

��
�
�

�
�
� � �� �

� �2
3
2

1
1.  

16  დაამტკიცე ტოლობა:

ა) sin tg
cos

cos� � � �
� �

��� � �� � �
�� �

� �
1

2

ბ) 
sin tg

cos tg tg

2
2

2 3
2

1
� � �

�

� � � �
�

�

�� � ��
�
�

�
�
�

�� � �� � ��
�
�

�
�
�

� �

გ) 
sin sin tg
tg sin tg

180 270 90
270 90 3

� �� � � � �� � � � �� �
� �� � � � �� � �

� � �
� � 660� �� �

� � �
�

�cos

დ) 
sin

sin

tg
tg

tg cos
� �
�

�

� �
� �

� �
�� �
��

�
�

�
�
�

�
�� �
�� �

� �� � � � �
3
2

0 0  

17  გამოთვალე: 

ა) cos2 77
4
�
�  ბ) sin2 7

6
�

�
��

�
�

�
�
� �  გ) tg ,2 3 5

3
.�

�
��

�
�

�
�
�  

18  მოცემულია: sin 180 1
2

� �� � � �� , გამოთვალე: 

ა) sin2 270� �� �� ; ბ) cos2 90� �� �� .

19  გაამარტივე გამოსახულება:
ა) sin sin ,2 24 4 5� � � ��� � � �� ��  ბ) 1 7 4� �� � � �� ��cos cos� � � �

გ) sin sin , cos , cos2 25 2 2 5 3 5 4� � � � � � � ��� � � �� � � �� � � �� ��

დ) sin cos sin sin2 2270 270 2 180 90� � � �� �� � � � �� � � � �� � � � �� � .

20  იპოვე: 
ა) sin207° თუ sin a27� � �  ბ) cos304° თუ sin a34� � �  

გ) tg106° თუ sin a16� � ; დ) cosα  თუ cos a180� �� � � ��  
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21  მოცემული ფუნქცია დაიყვანე შესაძლო უმცირესი დადებითი არგუმენტის ფუნ-
ქციაზე: 

ა) sin10
9

π
; ბ) tg 9

10
π

; გ) cos10; დ) sin11.

22  დაამტკიცე ტოლობა:
ა) sin cos45 45� �� � � � �� ��� �  ბ) cos sin45 45� �� � � � �� ��� �

გ) sin cos60 30� �� � � � �� �� � .

23  დაამტკიცე უტოლობა: sin + cos 1� � � .

24  გამოთვალე: 
ა) tg tg tg tg20 40 ... 160 180� � � � � � � ��

ბ) sin sin cos cos tg tg395 505 575 685 606 1104� � � � � � � � � � � ;

გ) tg tg tg tg tg tg tg tg10 20 30 40 50 60 70 80� � � � � � � � � � � � � � � .

25  რომელია მეტი: 
ა) sin25° თუ sin27° ? ბ) sin100°  თუ sin110��  

გ) cos15°  თუ cos25° ? დ) tg15°  თუ tg55° ?

26  რომელ მეოთხედებში სრულდება უტოლობა: 
ა) sin < 0?α  ბ) tg > 0?α  გ) cos > 0α ? დ) cos < 0?α  
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როგორც ვიცით, y=sinx ფუნქციის განსაზღვრის არეა ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე, რაც 
ნიშნავს, რომ x არგუმენტს ნებისმიერი მნიშვნელობის მიღება შეუძლია. 

y=sinx ფუნქციის გრაფიკის აგება სხვადასხვა გზითაა შესაძლებელი. 
როგორც აქამდე, სხვა ფუნქციების გრაფიკების აგებისას, ახლაც შესაძლებელია გრაფიკი 

ავაგოთ შემდეგი წესით: ვისარგებლებთ რა sinx-ის მნიშვნელობათა ცხრილით, საკოორდი-
ნატო სიბრტყეზე ავაგებთ (x; sinx) წერტილებს არგუმენტისა და ფუნქციის ჩვენთვის ცნო-
ბილი მნიშვნელობებისათვის და შემდეგ ამ წერტილებზე გავავლებთ გლუვ, უწყვეტ წირს. 

შედარებით მარტივია გრაფიკის აგების გეომეტრიული ხერხი. ეს ხერხი ემყარება სინუ-
სის ჩვენ მიერ 1.2 პარაგრაფში ერთეულოვანი წრეწირის დახმარებით მოყვანილ განმარ-
ტებას. მის საილუსტრაციოდ ერთეულოვანი წრის ცენტრი მოვათავსოთ აბსცისათა ღერ-
ძის რაიმე წერტილში. ნებისმიერი x არგუმენტისათვის ერთეულოვან წრეწირზე მოვძებნოთ 
Px წერტილი, რომელიც მიიღება P0 წერტილის x რადიანის ტოლი კუთხით მობრუნებით. ამ 
წერტილიდან გავატაროთ აბსცისათა ღერძის პარალელური 
წრფე x წერტილზე გამავალ ორდინატთა ღერძის პარალე-
ლურ წრფესთან გადაკვეთამდე (ნახ.1). მიღებული გადაკვე-
თის წერტილი, კოორდინატებით (x; sinx), იქნება y=sinx ფუნ-
ქციის გრაფიკის წერტილი. როცა x წერტილს ვამოძრავებთ 
აბსცისათა ღერძზე, Px იმოძრავებს ერთეულოვან წრეწირზე, 
ხოლო შესაბამისი (x; sinx) კოორდინატების მქონე წერტილი 
შემოწერს y=sinx ფუნქციის გრაფიკს. 

გრაფიკის პრაქტიკულად ასაგებად პირველ ეტაპზე ერთეულოვანი წრეწირის დახმარე-

ბით ავაგოთ იგი 0
2

��
��

�
��

�
 შუალედში, ხოლო შემდეგ სინუსის თვისებების გამოყენებით განვავ-

რცოთ მთელ რიცხვით ღერძზე. 

ამისათვის 0
2

��
��

�
��

�
 შუალედში ავიღოთ რამდენიმე 

არგუმენტი, ზემოთ აღწერილი მეთოდით მოვნიშნოთ 
ამ არგუმენტების შესაბამისი გრაფიკის წერტილები 
და შევაერთოთ წირით. (გასაგებია, რომ, რაც მეტ წერ-
ტილს მოვნიშნავთ, მით ზუსტი იქნება გრაფიკი). მე-2 

ნახაზზე 0
2

��
��

�
��

�
 შუალედის შესაბამისი გრაფიკი მიღე-

ბულია გრაფიკზე მონიშნული 4 წერტილის შეერთებით. 

დაყვანის ფორმულის ძალით sin x sin x� �
2 2
��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� , საიდანაც 

ვასკვნით, რომ 
�
�

2
��

��
�
��

 შუალედში (ნახ.3) გრაფიკი სიმეტრიულია 

0
2

��
��

�
��

�
 შუალედში აგებული გრაფიკისა x � �

2
 წრფის მიმართ. 

3.6 y=sin x ფუნქციის თვისებები და გრაფიკი

• y=sinx ფუნქციის გრაფიკის აგება; 
• y=sinx ფუნქციის თვისებების შეჯამება

Px

Y

Xx

(x; sinx)

xრად
O

ნახ. 1

X

Y

O

1

π
60P π

3
π
2

π
6

π
3

π
2

P
P

P

ნახ. 2

π
2

π
2

x=

X

Y

1

π
0

-1
ნახ. 3
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თუ ვისარგებლებთ იმით, რომ სინუსი კენტი ფუნ-
ქციაა და ამიტომ მისი გრაფიკი სიმეტრიულია კოორდი-
ნატთა სათავის მიმართ, მაშინ ცენტრული სიმეტრიით 
მივიღებთ გრაფიკს � �� �� 0 შუალედში (ნახ.4). 

და ბოლოს, იმის გამო, რომ y=sinx პერიოდული ფუნ-
ქციაა 2π პერიოდით, � �� �� � შუალედში მოცემული გრა-

ფიკის (2πk;0), k Z∈  კოორდი-

ნატების მქონე პარალელური 
გადატანით მივიღებთ ფუნ-
ქციის გრაფიკს მთელ ღერძზე 
(ნახ.5).

მთელი გრაფიკი მოქცეუ-
ლია ზოლში, რომელიც შემო-
საზღვრულია აბსცისათა ღერ-
ძის პარალელური y=1 და y=–1 
წრფეებით.

გავიხსენოთ y=sinx ფუნქციის რა თვისებებიც ვიცით და გრაფიკზე დაკვირვებით ჩამოვა-
ყალიბოთ მისი ძირითადი თვისებები:

1) y=sinx ფუნქციის განსაზღვრის არეა ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე; 
2) მნიშვნელობათა სიმრავლეა [-1; 1] შუალედი;
3) ფუნქცია კენტია: sin x sinx�� � � �  ნებისმიერი x R∈ -თვის. ფუნქციის გრაფიკი 

სიმეტ რიულია კოორდინატთა სათავის მიმართ;
4) ფუნქცია პერიოდულია. უმცირესი დადებითი პერიოდია 2π , ანუ sin x sinx�� � �2�  

ნებისმიერი x R∈ -თვის;

5) ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილებია x k, k Z,max � � �
�

�
2

2   ხოლო მაქსიმუმია 

y =1;max

6) ფუნქციის მინიმუმის წერტილებია x k, k Z,min � � � �
�

�
2

2  ხოლო მინიმუმია 

ymin � � �1

7) sinx = 0, როცა x k, k Z� � ��

8) sinx > 0, როცა x k, k , k Z� �� � �2 2    � � � ;

9) sinx < 0,  როცა x k, k , k Z� � �� � � �� � � �2 2 2    

10) ფუნქცია ზრდადია � � � ��
��

�
��

�
�

�
�

�
2

2
2

2k k ,k Z შუალედებში და კლებადია 

�
�

�
�

2
2 3

2
2� � ��

��
�
��

�k k ,k Z შუალედებში. 

π
2

π
2

x

y

1

π
0

-1

-π

ნახ. 4

x

y

1

π
0

-1

-π 2π

-2π

ნახ. 5
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უპასუხე კითხვებს:

1) როგორ გავარკვიოთ გრაფიკის მიხედვით ფუნქციის ლუწ-კენტობა?

2) [0; 2π] შუალედის რა ქვესიმრავლეზეა y=sinx კლებადი ფუნქცია? ზრდადი?

3) რამდენი ნული აქვს y=sinx ფუნქციას [0; 2π] შუალედში?

4) [0; 2π] შუალედის რა ქვესიმრავლეზეა y=sinx ფუნქცია დადებითი? უარყო-
ფითი?

5) რა ზოლში იქნება მოთავსებული y=2sinx ფუნქციის გრფიკი?

6) აქვს თუ არა y=sinx ფუნქციის გრაფიკს სიმეტრიის ცენტრი? სიმეტრიის ღერძი?

სავარჯიშოები

1  იპოვე y=2sinx ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობები.

2  მოცემული ფუნქციებიდან რომელია ლუწი და რომელი კენტი?
ა) y=sin2 x; ბ) y=sin3x; გ) y=2sinx–3x; დ) y=x2–sinx.

3  y=sinx ფუნქციის გრაფიკის მიხედვით გაარკვიე, � � ��
��

�
��

� �
2 2

ინტერვალიდან რო-

მელი რიცხვის სინუსია: ა) 0,5-ის ტოლი; ბ) –1-ის ტოლი; გ) 1-ის ტოლი.

4  y=sinx ფუნქციის გრაფიკის გამოყენებით იპოვე: 
ა) sin15°-ის; ბ) sin50°-ის; გ) sin1-ის მიახლოებითი მნიშვნელობა კალკულატო-
რის გამოყენებით. 

5  y=sinx ფუნქციის გრაფიკის გამოყენებით დაადგინე, რომელია მეტი:

ა) sin 1 თუ sin 2; ბ) sin π
5

თუ sin π
3

; 

გ) sin 3
5
π

თუ sin 4
5
π

; დ) sin 5
6
π

თუ sin 6
5
π

.

6  ააგე მოცემული ფუნქციის გრაფიკი რომელიმე კომპიუტერული პროგრამის, მაგა-
ლითად Geogebra-ს გამოყენებით:

ა) y=sin2x; ბ) y = sin x
2

;  გ) y=sin4x; დ) y=2sin2x.

7  ააგე y=sinx ფუნქციის გრაფიკი და მასზე მიუთითე გრაფიკის: 
ა) სიმეტრიის ცენტრები; ბ) სიმეტრიის ღერძები. 

8  ააგე y=–sinx ფუნქციის გრაფიკი.

9  ააგე ფუნქციის გრაფიკი: ა) y=sin(x+π); ბ) y sin x� ��
�
�

�
�
�

�
2

. 

10  დაადგინე y=sin2x ფუნქციის მაქსიმუმისა და მინიმუმის წერტილები.
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11  მოძებნე y=sin3x ფუნქციის [–π; π] შუალედში მოთავსებული ნულები.

12  დაალაგე ზრდის მიხედვით: sin sin sin sin sin sin� � � � � �
3

4
3 4 6 2

3
2

� � � � � .

13  იპოვე y=f(x) ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობები, თუ: 

ა) f(x)=2+sinx; ბ) f(x)=1–sin2x;

გ) f(x)=
1

2 + sinx
; დ) f(x)=

1
2 cos x− 2 . 

14  გამოთვალე y=sinπx ფუნქციის (0;10) შუალედში არსებული ნულების ჯამი.

15  მოძებნე: y sin x cos x� � �4 5 12 2 ფუნქციის:

ა) უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობები; ბ) ექსტრემუმის წერტილები. 

16  ააგე მოცემული ფუნქციის გრაფიკი:
ა) y = sinx ;  ბ) y = sin x ;

17  იპოვე sinx=0,5 განტოლების � �� �2 2� � შუალედში მოქცეული ყველა ამონახსნი.

18  იპოვე: ა) f(x)=cos(3x+7); ბ) f x = cos 5 x
3

� � ��
�
�

�
�
� ფუნქციის პერიოდი. 

19  იპოვე cosα, თუ sin a�
�

2
��

�
�

�
�
� � .

20  მოცემულია cos a27� � . იპოვე: 

ა) cos � �� �27 ; ბ) cos153°;  გ) sin117°;  დ) cos207°;  ე) sin153°.
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ვიცით y=cosx ფუნქციის ზოგიერთი თვისება და y = sinx ფუნქციის გრაფიკის აგება. ამ 

ცოდნაზე დაყრდნობითა და y = sinx ფუნქციის გრაფიკის გამოყენებით ადვილად მივიღებთ 

y=cosx ფუნქციის გრაფიკს.

დაყვანის ფორმულის თანახმად, x -ის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის cosx sin x� ��
�
�

�
�
�

�
2

. 

მაშასადამე, y = cosx ფუნქციის გრაფიკს წარმოადგენს აბსცისათა ღერძზე 
π
2

-ით მარცხნივ 

გადაწეული სინუსოიდა. y = cosx ფუნქციის გრაფიკს კოსინუსოიდა ეწოდება (ნახ.1)

ნახ. 1

ცხადია, y = cosx ფუნქციის გრაფიკის აგება შესაძლებელია საერთო წესითაც, ანუ 

cosx -ის ცხრილის გამოყენებით ისე, როგორც სინუსოიდის აგებისას. შესაძლებელია 

აგრეთვე, ტრიგონომეტრიული წრეწირის გამოყენებითაც.
ჩამოვაყალიბოთ y = cosx ფუნქციის თვისებები.

1) განსაზღვრის არეა ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე; 
2) მნიშვნელობათა სიმრავლეა [–1; 1] შუალედი;
3) ლუწი ფუნქციაა, ნებისმიერი x R∈ -თვის cos(–x)=cosx. ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრი-

ულია ორდინატთა ღერძის მიმართ;
4) ფუნქცია პერიოდულია. უმცირესი დადებითი პერიოდია 2π , ანუ 

cos x cosx�� � �2� , ნებისმიერი x R∈ -თვის;

5) ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილებია x k, k Z,max � �2  �  ხოლო მაქსიმუმია y =1;max  

ფუნქციის მინიმუმის წერტილებია x k, k Z,min � � �� �2  ხოლო მინიმუმია ymin � � �1

6) cosx=0, როცა x k, k Z� � � �
�

�
2

7) cosx>0, როცა x k, k , k Z� � � ��
�
�

�
�
� �

�
�

�
�

2
2

2
2    ;

3.7 y=cosxფუნქციის თვისებები და გრაფიკი

• y=cosx ფუნქციის თვისებების შესწავლა; 
• y=cosx ფუნქციის გრაფიკის აგება
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8) cosx<0, როცა x k, k , k Z� � ��
�
�

�
�
� � �

�
�

�
�

2
2 3

2
2    

9) ფუნქცია ზრდადია � � �� � �� � �2 2k k ,k Z  შუალედებში და კლებადია 

2 2� � �k k ,k Z� �� � �  შუალედებში. 

მაგალითი 1. ავაგოთ y =1,5cos x
2

 ფუნქციის გრაფიკი.

ამოხსნა. ვიცით როგორ ავაგოთ y=cosx ფუნქციის გრაფიკი. იმის გამო, რომ y = cos x
2

 

ფუნქციის პერიოდი 2-ჯერ მეტია y=cosx ფუნქციის პერიოდზე, მისი „ტალღის“ სიგრძე იქნება 
2-ჯერ მეტი. ამიტომ, თუ y=cosx ფუნქციის გრაფიკს გავჭიმავთ აბსცისათა ღერძის გასწვრივ 

2-ჯერ, მივიღებთ y = cos x
2

 ფუნქციის გრაფიკს. 

y =1,5cos x
2

 ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლეა �� �1 5 1 5, ; , , ამიტომ y = cos x
2

-ის მი-

ღებული გრაფიკი უნდა გავჭიმოთ 3-ჯერ ორდინატთა ღერძის გასწვრივ და მივიღებთ 

y =1,5cos x
2

 ფუნქციის გრაფიკს.

ნახ. 2

მაგალითი 2. ავაგოთ y cos x� � ��
�
�

�
�
�2

3
�

 ფუნქციის გრაფიკი.

ამოხსნა. ავაგოთ y = cosx  ფუნქციის გრაფიკი. შემდეგ გრაფიკი გადავიტანოთ 
π
3

-ით მა-

რცხნივ და 2 -ით ზემოთ. 

ნახ. 3
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უპასუხე კითხვებს:

1) რომელი საკოორდინატო ღერძის მიმართ არის სიმეტრიული y=cosx ფუნქციის 
გრაფიკი?

2) რა კავშირია y=sinx და y=cosx ფუნქციების გრაფიკებს შორის?

3) 0 2�� �� შუალედის რა ქვესიმრავლეზეა y=cosx ზრდადი ფუნქცია? კლებადი?

4) რამდენი ნული აქვს y=cosx ფუნქციას 0 2�� �� შუალედში?

5) აქვს თუ არა y=cosx ფუნქციის გრაფიკს სიმეტრიის ცენტრი?

6) 0 2�� �� შუალედის რა ქვესიმრავლეზეა y=cosx ფუნქცია დადებითი? უარყოფითი?

7) რა არის y=cosx  ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა? უმცირესი მნიშვნელობა?

8) რა ზოლში იქნება მოთავსებული y=3cosx ფუნქციის გრაფიკი? 

სავარჯიშოები

1  ააგე მოცემული ფუნქციის გრაფიკი: 
ა) y = cosx;0,5  ბ) y = 3cosx.

2  ააგე მოცემული ფუნქციის გრაფიკი: 
ა) y cosx� � �  ბ) y = cosx +1.  

3  ააგე პროგრამა „Geogebra“-ს გამოყენებით y = cos2x  და y = cos0,5x  ფუნქციე-

ბის გრაფიკები და იმსჯელე მათს მსგავსება-განსხვავებაზე.

4  ააგე y cos x� ��
�
�

�
�
�

�
2

 და y cos x� ��
�
�

�
�
�

�
2

 ფუნქციების გრაფიკები და იმსჯელე 

მათს მსგავსება-განსხვავებაზე/

5  ააგე y cos x� � ��
�
�

�
�
�1

6
�

 ფუნქციის გრაფიკი და შეადარე y = cosx ფუნქციის გრა-

ფიკს.

6  ააგე y = cosx  და y = cos x ფუნქციების გრაფიკები რომელიმე კომპიუტერული 

პროგრამის გამოყენებით და შეადარე ერთმანეთს. შედეგად ჩამოაყალიბე შესაბა-
მისი დასკვნა.

7  y = cosx  ფუნქციის გრაფიკის გამოყენებით განსაზღვრე, 0 2�� �� შუალედის რო-

მელი არგუმენტებისთვის არის y = cosx  ფუნქციის მნიშვნელობა: 

ა) 
1
2

; ბ) 
3

2
; გ) –1; დ) 0.
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8  y = cosx  ფუნქციის გრაფიკის გამოყენებით დაადგინე, რომელია მეტი:

ა) cos1 თუ cos 2; ბ) cos π
5

თუ cos π
3

; 

გ) cos 3
5
π

თუ cos 4
5
π

; დ) cos 5
6
π

თუ cos 7
3
π

.

9  დაალაგე კლების მიხედვით: cos cos cos cos cos cos� � � � � �
3

4
3 4 6 2

3
2

� � � � � .

10  დაადგინე y = cos2x ფუნქციის მაქსიმუმისა და მინიმუმის წერტილები.

11  გრაფიკის მიხედვით დაადგინე, (–π; π) შუალედის რა ქვესიმრავლეზე სრულდება 
cosx>0 უტოლობა.

12  იპოვე y=f(x) ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობები, თუ:

ა) f(x)=1+2cosx; ბ) f(x)=2–cos2x;

გ) f(x)=
1

3 − cosx
; დ) f(x)=

1
1+ cos x2 . 

13  მოძებნე y = cos3x ფუნქციის � �� �� � შუალედში მოთავსებული ნულები. 

14  მოძებნე: y cos x sin x� � �3 4 22 2 ფუნქციის:

ა) უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობები; 
ბ) ექსტრემუმის წერტილები. 

15  იპოვე cosx=0,5 განტოლების � �� �2 2� � შუალედში მოქცეული ყველა ამონახსნი.

16  იპოვე cosπx=1 განტოლების 0;10� �  შუალედში მოქცეული ყველა ამონახსნის 

ჯამი.

17  მოცემულია tgα=5. გამოთვალე: 

ა) tg(π+α); ბ) tg(π-α);

გ) tg �
�

2
��

�
�

�
�
� ; დ) tg �

�
2
��

�
�

�
�
� .

18  არგუმენტის რა მნიშვნელობებისთვის არაა განსაზღვრული y=tgx ფუნქცია (0;2π) 
შუალედში?
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განმარტების თანახმად tgx = sinx
cosx

. ამ განმარტებაში იგუ-

ლისხმება, რომ cosx 0≠ , ანუ x k,k Z� � �
�

�
2

.ე.ი. ტანგენსის 

გან საზღვრის არე არის ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეს გამოკლე-

ბული 
�

�
2
� k სახის რიცხვების სიმრვალე, სადაც k ნებისმიერი 

მთელი რიცხვია. 
ტანგენსის მნიშვნელობათა სიმრავლის დასადგენად ერთეუ-

ლოვანი წრეწირის P0 წერტილზე გავავლოთ ორდინატთა ღერძის პარალელური წრფე (1-ელ 
ნახაზზე AxP0 წრფე). ამ წრფეს ტანგენსების წრფე ეწოდება. 

ნახაზიდან ვასკვნით, რომ ნებისმიერი x� � ��
�
�

�
�
�

� �
2 2

 არგუმენტისათვის  

tgx = A P
OP

= A P
1

=0

0

0x x
xy ,  სადაც yx  არის Ax წერტლის ორდინატა. 

თუ x არგუმენტს ვამოძრავებთ �
�
2

-დან 
π
2

-მდე, მაშინ Ax წერტილი გაირბენს ტანგენსე-

ბის წრფეს, ხოლო მისი yx  კოორდინატი – მთელ რიცხვით ღერძს �� -დან �� -მდე. აქედან 

ვასკვნით, რომ y=tgx ზრდადი ფუნქციაა � ��
�
�

�
�
�

� �
2 2

 შუალედში და ამ შუალედში მისი მნიშვნე-

ლობათა სიმრავლე ნამდვილ რიცხვთა R სიმრავლეა.

იმის გამო, რომ y=tgx კენტი ფუნქციაა, მისი გრაფიკის � ��
�
�

�
�
�

� �
2 2

 შუალედში ასაგებად საკ-

მარისია გრაფიკი ავაგოთ 0
2
��

��
�
�
�

�
 შუალედში და კოორდონატთა სათავის მიმართ ცენტრული 

სიმეტრიით გავავრცოთ � ��
�
�

�
��

�
2

0  შუალედზე. 

გრაფიკის ასაგებად ვიყენებთ ტანგენსების წრფეს (ნახ.2). 0
2
��

��
�
�
�

�
 შუალედში ვიღებთ x0, 

x1, . . . xn რიცხვებს, ერთეულოვან წრეზე P0 წერტი-
ლის x0, x1, . . . xn რადიანებით მობრუნებით მიღე-
ბულ წერტილებს, ხოლო ტანგენსების წრფეზე მათი 
შესაბამისი წერტილებიდან ვავლებთ აბსცისთა 
ღერძის პარალელურ წრფეებს, x0, x1, . . . xn წერტი-
ლებიდან ორდინატთა ღერძის პარალელურად გავ-
ლებული წრფეების გადაკვეთამდე. კვეთაში მიღე-

3.8 y=tgx ფუნქციის თვისებები და გრაფიკი

y=tgx ფუნქციის გამოკვლევა და გრაფიკის აგება

P0

Axyx

x

Y

XO

ნახ. 1

X

Y

x1 x2 x3

π
2

DD

ნახ. 2

DO N
OT C

OPY



78

ბული წერტილები იქნება გრაფიკის წერტილები. ამ 
წერტილების გლუვი უწყვეტი წირით შეერთებისას მივი-

ღებთ ტანგენსის გრაფიკს 0
2
��

��
�
�
�

�
 შუალედში. ამ გრაფიკის 

ცენტრული სიმატრიით მივიღებთ გრაფიკს � ��
�
�

�
�
�

� �
2 2

 შუა-

ლედში (ნახ.3), რომელსაც ტანგენსის გრაფიკის მთავარი 
შტო ეწოდება. 

იმის გამო, რომ გრაფიკი π სიგრძის შუალედში უკვე 
აგებული გვაქვს და π რიცხვი ტანგენსის პერიოდია, მიღე-
ბული გრაფიკის (πk;0) კოორდინატებიანი პარალელური გადატანებით, სადაც k ნებისმიერი 
მთელი რიცხვია, მივიღებთ ტანგენსის გრაფიკს მთელ მის განსაზღვრის არეში (ნახ. 4).

Y

X

ნახ.4

ჩამოვაყალიბოთ y=tgx ფუნქციის თვისებები:

1) განსაზღვრის არეა ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე, გარდა x k, k Z� � �
�

�
2

 სახის 

რიც ხვებისა; 
2) მნიშვნელობათა სიმრავლეა ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე R; 
3) კენტი ფინქციაა, tg(–x)=–tgx, ამიტომ ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრიულია კოორდი-

ნატთა სათავის მიმართ;
4) პერიოდული ფუნქციაა. უმცირესი დადებითი პერიოდია π ; 

5) ფუნქციას არა აქვს ექსტრემუმის წერტილები;.
6) tgx=0, როცა x k, k Z� � ��

7) tgx>0, როცა x k, k , k Z� ��
�
�

�
�
� ��

�
�

2
   ;

8) tgx<0, როცა x k, k , k Z� � ��
�
�

�
�
� � �

�
� �

2
   

9) ფუნქცია ზრდადია � � � ��
�
�

�
�
� �

�
�

�
�

2 2
k k ,k Z  შუალედებში. კლებადი არაა განსაზ-

ღვრის არის არცერთ შუალედში. 

0

- π2
π
2

Y

X

ff

ნახ. 3
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უპასუხე კითხვებს:

1) რა ცენტრის მიმართაა სიმეტრიული ტანგენსის გრაფიკი? 

2) რა არის ტანგენსის განსაზღვრის არე? მნიშვნელობათა სიმრავლე?

3) როგორ ავაგოთ ტანგენსების წრფე?

4) 0 2�� �� შუალედის რა ქვესიმრავლეებზეა y=tgx ზრდადი ფუნქცია? კლებადი?

5) რამდენი ნული აქვს y=tgx ფუნქციას � �� �2� � შუალედში?

6) აქვს თუ არა y=tgx ფუნქციის გრაფიკს სიმეტრიის ღერძი?

7) � �� �� � შუალედის რა ქვესიმრავლეზეა y=tgx ფუნქცია დადებითი? უარყოფითი?

8) აქვს თუ არა y=tgx ფუნქციას უდიდესი მნიშვნელობა? უმცირესი მნიშვნელობა?

სავარჯიშოები

1  ააგე y=tgx ფუნქციის გრაფიკი რომელიმე კომპიუტერული პროგრამის გამოყენე-
ბით და მისი დახმარებით დაადგინე, რომელია მეტი: 
ა) tg1 თუ tg0,5?; ბ) tg10o თუ tg0,5; გ) tg

π
4

 თუ tg
π
6

; დ) tg10o თუ tg15о.
2  y=tgx ფუნქციის გრაფიკის დახმარებით დაადგინე ფუნქციის მიახლოებითი მნიშ-

ვნელობა, როცა:
ა) x=1; ბ) x=0,3; გ) x=

π
5

; დ) x=2; ე) x=0,3; ვ) x=
2
3
π

; ზ) x=1,5.

3  y=tgx ფუნქციის გრაფიკის დახმარებით იპოვე tgx=1 განტოლების ყველა ის ამო-

ნახსნი, რომლებიც მოთავსებულია: ა) � ��
�
�

�
�
�

� �
2 2

; ბ) � ��
�
�

�
�
�

3
2

3
2

� �
შუალედში.

4  y=tgx ფუნქციის გრაფიკის დახმარებით იპოვე tgx=0 განტოლების ყველა ის ამო-
ნახსნი, რომლებიც მოთავსებულია � �� �2 2� � შუალედში.

5  y=tgx ფუნქციის გრაფიკის დახმარებით იპოვე tgx<0 უტოლობის ყველა ის ამონახ-
სნი, რომლებიც (–π; π) შუალედს ეკუთვნის.

6  გაარკვიე, მოცემული ფუნქციებიდან რომელია ლუწი და რომელი კენტი:
ა) y=tg2x+3; ბ) y=3sin2x+2tg3x; გ) y= tgx ; დ) y=tg(π–x); ე) y=cosx+tgx.

7  იპოვე tgx=tg(–x) განტოლების ყველა ამონახსნი.

8  ააგე ა) y = tgx ;  ბ) y = tg x  ფუნქციის გრაფიკი.

9  გაამარტივე გამოსახულება: 
ა) sin4α+cos4α+2sin2αcos2α; ბ) sin4α+sin2αcos2α+cos2α;
გ) (tgα+tg–1α)(1–sinα)(1+sinα).

10  იპოვე x არგუმენტი (–90о; 90о) შუალედიდან, რომლისთვისაც სრულდება ტო-
ლობა:
ა) sinx=0,5; ბ) sinx=–0,5; გ) sinx=0; დ) tgx=0; ე) tgx= 3 ; ვ) tgx=- 3 . 

11  იპოვე sinα და cosα, თუ tgα=0,75. 
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ტესტი თვითშემოწმებისათვის №4 

ტრიგონომეტრიული ფუნქციები, მათი თვისებები და გრაფიკები

1  ლუწია თუ კენტი f x x� � � �2 4
3

cos  ფუნქცია?

ა) ლუწია; ბ) კენტია; გ) არც ლუწია და არც კენტი; დ) გაურკვეველია.

2  f x x� � � �0 5, cos ფუნქციის განსაზღვრის არეა:

ა) �� �0 5 0 5, ; , ; ბ) �� � �� �; ;  გ) 0;� �� � ; დ) ��� �; ,0 5 .

3  f x = sin x� � 2 ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლეა:

ა) 0 1;� � ; ბ) �� � �� �; ;  გ) 0 1;� � ; დ) ��� �; 1 .

4  იპოვე f x = cos2x� � ფუნქციის უმცირესი დადებითი პერიოდი.

ა) ��  ბ) 2��  გ) 3��  დ) 
π
2

.

5  თუ cos = aα , მაშინ რის ტოლია sin(270о-α)?

ა) 1 2− a ; ბ) – 1 2− a ; გ) a; დ) –a.

6  რომელი უტოლობაა მართებული?

ა) sin π
12

> sin π
6

; ბ) sin π
12

< sin π
6

; გ) cos π
12

< cos π
6

; დ) sin �
12

� cos π
6

.

7  იპოვე f x 2sinx +1� � �  ფუნქციის უმცირესი და უდიდესი მნიშვნელობები.

8  გამოთვალე: tg tg sin40 50 20 70� � � � � �: cos .

9  გაამარტივე: 
sin

cos

2

1
�
��

.

10  მოცემულია, y = f x� �  ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეზე განსაზღვრული ლუწი პე-
რიოდული ფუნქცია, პერიოდით 3. f(8)=11. გამოთვალე f(1)+f(11).
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მაგალითი 1. ვიპოვოთ sin x =
1
2

 განტოლების ყველა ამონახსნი. 

ამოხსნა: ავაგოთ y=sinx და y = 1
2

 ფუნქციათა გრაფიკები. ამ გრაფიკების გადაკვეთის 

წერ ტილთა აბსცისები იქნება მოცემული განტოლების ამონახსნები. როგორც პირველი ნახა-
ზიდან ვრწმუნდებით, განტოლებას უამრავი ამონახსნი აქვს. ჩვენი მიზანია, რაიმე ფორმუ-
ლით აღვწეროთ ყველა ეს ამონახსნი.

ნახ. 1

� ��
��

�
��

� �
2 2

შუალედში sin x =
1
2

განტოლებას აქვს ერთადერთი ამონახსნი, x � �
6

. დაყვანის 

ფორმულის ძალით � ��
��

�
��

� �
2

3
2

 შუალედში გვექნება კიდევ ერთი ამონახსნი: �
� �

� �
6

5
6

. სი-

ნუსის პერიოდულობის გამო თითოეული ეს ამონახსნი წარმოშობს ამონახსნთა სიმრავლეს: 

A k,k Z� � ��
�
�

�
�
�

�
�

6
2  და B k,k Z� � ��

�
�

�
�
�

5
6

2�
� .

როგორც 1-ელი ნახაზიდან ვრწმუნდებით, მოცემულ განტოლებას მხოლოდ ამ ორი სახის 
ამონახსნი აქვს. შევეცადოთ, ამონახსნთა ორი სიმრავლე ერთი ფორმულით ჩავწეროთ. ამი-
სათვის B სიმრავლე გადავწეროთ შემდეგაირად: 

B k,k Z k , k Z� � � ��
�
�

�
�
�
� � � �� � ��
�
�

�
�
�

�
�

�
�

�
6

2
6

2 1 .

თუ A და B სიმრავლეებს შევადარებთ, შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ A სიმრავლის ელემენ-

ტები მიღებულია 
π
6

-სთვის π-ს ლუწი ჯერადების დამატებით, ხოლო B სიმრავლის ელემენ-

ტები ��
�
�

�
�
�

�
6

-ისთვის π-ს კენტი ჯერადების დამატებით. ამ ორი სიმრავლის გაერთიანება შეგ-

ვიძლია ჩავწეროთ ტოლობით: 

A B n,n Zn
� � �� � � ��

�
�

�
�
�

1
6
�

� .

პასუხი. x n,n
� �� � �1

6
�

�  სადაც n ნებისმიერი მთელი რიცხვია. 

განვიხილოთ sinx=a განტოლება ნებიმიერი a რიცხვის შემთხვევაში: 

3.9 უმარტივესი ტრიგონომეტრიული განტოლების ამოხსნა

დავადგინოთ sinx=a, cosx=a და tgx=a განტოლებათა 
ამონახსნები
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თუ a>1 ან a<–1 მოცემულ განტლებას ამონახსნი არ აქვს, რადგან სინუს ფუნქციის მნიშ-
ვნელობათა სიმრავლეა [–1; 1] შუალედი. 

ვთქვათ, a 1.≤ ისევე, როგორც განხილულ მაგალითში, ავაგოთ y=sinx და y=a ფუნქცი-

ათა გრაფიკები (ნახ.2). 

ნახ. 2

როგორც ამ ნახაზიდან ვრწმუნდებით, sinx=a განტოლებას � ��
��

�
��

� �
2 2

 შუალედში აქვს ერ-

თა დერთი ამონახსნი. ამ ამონახსნს arcsina ჩანაწერით აღვნიშნავთ (იკითხება: „არკსინუს ა“). 

მაგალითად, arcsin 1
2 6
�
�

, რადგან 
� � �
6 2 2
� ��
��

�
��

;  და sin �
2

1
2

� , ანუ 
π
6

 არის sin x =
1
2

 გან-

ტოლების ამონახსნი.

საზოგადოდ, ნებისმიერი a რიცხვისთვის [–1; 1] შუალედიდან arcsina არის ��
��

�
��

� �
2 2

;  შუა-

ლედში მოთავსებული ის რიცხვი, რომლისთვისაც სრულდება ტოლობა: 
sin(arcsina)=a.

ყველა დანარჩენი ამონახსნი იმავე მსჯელობით მიიღება, როგორც ეს 1-ელ მაგალითში 

იყო ნაჩვენები. კერძოდ, დაყვანის ფორმულის ძალით � ��
��

�
��

� �
2

3
2

 შუალედში გვექნება კიდევ 

ერთი ამონახსნი: π-arcsina, ხოლო სინუსის პერიოდულობის გამო თითოეული ეს ამონახსნი 
წარმოშობს ამონახსნთა სიმრავლეს:

A arcsina k,k Z� � �� �2� ,  B arcsina k ,k Z� � � �� � �� �2 1 � .
ამ ორი სიმრავლის გაერთიანებით მივიღებთ sinx=a განტოლების ზოგადი ამონახსნის 

ფორმულას:
x=(–1)narcsina+πn, n∈Z.      (1)

შევნიშნოთ, რომ ტრიგონომეტრიული განტოლების ამონახსნები საჭიროების შემთხვე-

ვაში შეგვიძლია გრადუსებში ჩავწეროთ. მაგალითად, განხილულ sinx = 1
2

 განტოლების ამო-

ნახსნები გრადუსებში ასე ჩაიწერება:
x n, n Zn
� �� � � � � � � �1 30 180 .

მაგალითი 2. ამოვხსნათ განტოლება: 2sin2x–3sinx–2=0.
ამოხსნა. შემოვიღოთ აღნიშვნა: sinx=y. ამოვხსნათ მიღებული კვადრატული განტოლება:

2 3 2 0 1
2

2
1
2

1
62

1 2y y y , y
sinx x n,n Z

sin

n

� � � � � � � �
� � � � �� � ��

�
�

�
�
� � �

�
�

xx � ��

�

�

�
�
� 2

.

პასუხი: x n,n Zn
� �� � � �

�1
6

1 �
� .
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განვიხილოთ cosx=a განტოლება. ისევე, როგორც sinx=a შემთხვევაში, აქაც, როცა |a|>1, 
განტოლებას არა აქვს ამონახსნი. 

განვიხილოთ cosx=a, როცა |a|≤1.
ავაგოთ y=cosx და y=a ფუნქციების გრაფიკები.

ნახ. 3

როგორც მე-3 ნახაზიდან ჩანს 0�� �� შუალედში მოცემულ განტოლებას აქვს ერთადერთი 

ამონახსნი. ამ ამონახსნს arccosa ჩანაწერით აღვნიშნავთ (იკითხება: „არკკოსინუს ა“).  

მაგალითად, arccos 1
2 3
�
�

, რადგან 
�

�
3

0�� �;  და cos �
3

1
2

� , ანუ 
π
3

 არის cos x =
1
2

 გან-

ტოლების ამონახსნი.
საზოგადოდ, ნებისმიერი a რიცხვისთვის [–1; 1] შუალედიდან, arccosa არის [0; π] შუა-

ლედში მოთავსებული ის რიცხვი, რომლისთვისაც სრულდება ტოლობა:
cos(arccosa)=a.

იმის გამო, რომ კოსინუსი ლუწი ფუნქციაა arccosa-თან ერთად cosx=a განტოლებას და-
აკმაყოფილებს აგრეთვე –arccosa, ხოლო პერიოდულობის გამო – ამ ორ ამონახსნს დამატე-
ბული 2π-ს ნებისმიერი ჯერადები. ამიტომ cosx=a განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

x=±arccosa+2πk, k∈Z.   (2)

მაგალითი 2. ამოვხსნათ cos(2x+10о)=–
2

2
 განტოლება.

ამოხსნა. იმის გამო, რომ არგუმენტში გრადუსებში მოცემული შესაკრები მონაწილეობს 

ამონახსნიც გრადუსებში უნდა ჩაიწეროს. arccos �
�

�
��

�

�
��

2
2

=180о–45о=135о. მე-2 ფორმულით: 

2x+10о=±135о+360о·n, n∈Z⇒x=–5о±67,5о+180о·n, n∈Z.

პასუხი. ა) x=–5о ±67,5о+180о·n, n∈Z.

tgx=a განტოლებას ნებისმიერი a რიცხვისათვის აქვს ამონახსნი, რადგან ტანგენსის მნიშ-
ვნელობათა სიმრავლეა მთელი რიცხვითი წრფე. 

a

Y

X

ნახ.4
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სავარჯიშოები

1  იპოვე arcsina, თუ:

ა) a = 2
2

;  ბ) a =
2

;3
 გ) a � � �

2
2

 დ) a � � �
3

2
 ე) a=1; ვ) a=-1; ზ) a=0.

2  იპოვე arccosa, თუ:

ა) a = 2
2

;  ბ) a =
2

;3
 გ) a � � �

2
2

 დ) a � � �
3

2
 ე) a=1; ვ) a=-1; ზ) a=0.

3  იპოვე arctga, თუ:

ა) a=1; ბ) a=–1; გ) a = ;3  დ) a � � �3  ე) a = ;1
3

 ვ) a � � �
1
3

 ზ ) a=0.

4  მოცემული გამოსახულებებიდან რომელს არა აქვს აზრი?
ა) arcsin0,7; ბ) arccos(–0,3); გ) arctg13; დ) arccos3.

5  იპოვე:
ა) sin(arcsin1); ბ) cos(arccos0,13); გ) tg(arctg7); დ) cos(arccos0,5).

6  იპოვე sinx=a განტოლების ზოგადი ამონახსნი, თუ: 

ა) a = 2
2

;  ბ) a =
2

;3
 გ) a � � �

2
2

 დ) a � � �
3

2
 ე) a=1; ვ) a=–1; ზ) a=0.

7  იპოვე cosx=a განტოლების ზოგადი ამონახსნი, თუ: 

ა) a = 1
2

;  ბ) a =
2

;3
 გ) a � � �

2
2

 დ) a � � �
3

2
 ე) a=1; ვ) a=–1; ზ) a=0.

8  იპოვე tgx=a განტოლების ზოგადი ამონახსნი, თუ: 

ა) a=1; ბ) a=-1; გ) a = ;3  დ) a � � �3  ე) a = ;1
3

 ვ) a � � �
1
3

 ზ ) a=0.

უპასუხე კითხვებს:

1. როგორ განიმარტება arcsina? arccosa? arctga?
2. რამდენი ამონახსნი აქვს sinx=0,5 განტოლებას (0;2π) შუალედში?
3. როგორი a-რიცხვისთვის აქვს ამოხსნა cosx=a განტოლებას? tgx=a განტოლებას?
4. რამდენი ამონახსნი აქვს tgx=a განტოლებას (0;π) შუალედში?

როგორც მე-4 ნახაზზე ჩანს, მოცემულ გან ტოლებას ��
�
�

�
�
�

� �
2 2

; შუალედში აქვს ერთადერთი 

ამონახსნი. თუ ამ ამონახსნს arctga ჩანაწერით აღვნიშნავთ (იკითხება: „არკტანგენს ა“) და 
ტანგენსის პერიოდსაც გავითვალისწინებთ, მივიღებთ tgx=a განტოლების ზოგად ამონახსნს:

x=arctga+πk, k∈Z.   (3)

განმარტების თანახმად � � �
� �
2 2

arctga  და tg(arctga)=a.
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9  ამოხსენი განტოლება:

ა) sin2x=0; ბ) sin3x=
1
2

; გ) cos x + 3 = ;� � 3
2

დ) cos x2 30 3
2

� �� � � �  ე) 3 3 0tgx � � .

10  იპოვე 2sinx+1=0 განტოლების (π; 2π) შუალედში მოთავსებული ამონახსნი.

11  იპოვე 2 cosx–1=0 განტოლების (1,5π; 2π) შუალედში მოთავსებული ამონახსნი.

12  გამოთვალე 12 tgx–2=0 განტოლების (–π; π) შუალედში მოთავსებული ამონახ-

სნების ჯამი.

13  ამოხსენი განტოლება:

ა) sin2x+2sinx+1=0; ბ) 2cos2x–5cosx+2=0; გ) tgx +
1

tgx
= 2;  დ) 1–cos2x=2sinx.

14  მოცემულია sinx=tgx განტოლება. 
ა) ამოხსენი განტოლება გრაფიკულად კომპიუტერული პროგრამის დახმარებით;
ბ) ამოხსენი იგივე განტოლება ალგებრულად.

15  მოცემულია cosx=tgx განტოლება. 
ა) ამოხსენი განტოლება გრაფიკულად კომპიუტერული პროგრამის  დახმარებით;
ბ) ამოხსენი იგივე განტოლება ალგებრულად.

16  დაადგინე გამოსახულების რიცხვითი მნიშვნელობა:
ა) arcsin(sinπ); ბ) arccos(cos4); გ) sin(arctg1);

დ) sin(arctg2); ე) cos(arcsin(–
1
3

)).

17  ამოხსენი განტოლება:
ა) sinx–cosx=0; ბ) cos2x–sin2x=0; გ) cos4x–sin4x=1; დ) sin2x+ 3 sinxcosx=0.

18  მოცემულია cos55о=a. იპოვე:
ა) sin35о; ბ) cos125о; გ) sin145о; დ) cos35о; ე) sin55о.

19  მოცემულია ABC სამკუთხედი. ∠A=45о, ∠C=60о, CB=a სმ. იპოვე AB და AC გვერ-
დები.

20  გამოთვალე წრეწირში ჩახაზული ABC კუთხის ზომა, თუ AOC ცენტრალური კუ-
თხე α-ს ტოლია. განიხილე კუთხეების განლაგების ა) და ბ) შემთხვევები:

A

B

C

O

α

ა)

A

B

C

O

α

ბ)
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ტესტი თვითშემოწმებისათვის №5 

უმარტივესი ტრიგონომეტრიული განტოლებები

1  arcsin =3
2

ა) 
�

�
3

2� � �n, n Z  ბ) 
�
6
�  გ) 

�
3
�  დ) � � �

�
�

6
.n, n Z

2  cosarccos1=

ა) 1; ბ) 
5
6
�
�  გ) 0;  დ) π.

3  arctg 3 =

ა) 
�

�
3
� � �n, n Z  ბ) 

1
3

;  გ) � � � �
�

�
6

n, n Z  დ) 
π
3

.

იპოვე განტოლების ზოგადი ამონახსნი: №[4-6]

4  sin2x = 0 .

ა) �n, n Z� �  ბ)
�
2

n, n Z� �

გ) 2�n, n Z� �  დ) 
�

�
2

2 .� �n, n Z

5  cos x =
2

1
2

.

ა) 
3
4

2�
�� � �n, n Z  ბ) � � � �

�
�

3
2 n, n Z  

გ) � � � �
2
3

4�
�, n Z  დ) 

2
3

4 .�
�� �n, n Z

6  tg =2
3

3x
− .

ა) � � � �
� �
2

3
2
n , n Z  ბ)

� �
2

3
2

� � �
n , n Z  

გ) � � � �
� �
2

5
2
n , n Z  დ) � � �

�
�

2
n, n Z.

ამოხსენი განტოლება №7, №8:

7  cos2x=3cosx. 

8  3tg 3 1 3 0x �� � � � .

9  იპოვე sinx ,� �0 5 განტოლების უმცირესი დადებითი ამონახსნი. 

10  იპოვე 2 2 1sin x � � განტოლების უდიდესი უარყოფითი ამონახსნი. 
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ამოცანა 1. ცირას სახლი ორი ქუჩის გადაკვეთაზე მდებარეობს. 
ეს ქუჩები 70°-იანი კუთხით იკვეთება. ერთ ქუჩაზე, ცირას სახლი-
დან 500 მეტრში, ცხოვრობს ანა, ხოლო მეორე ქუჩაზე, ცირას სახ-
ლიდან 600 მეტრში – ბელა. დავადგინოთ, რა მანძილია ანას სახლი-
დან ბელას სახლამდე.

როგორც სქემატური ნახაზიდან ჩანს, ამოცანის ამოსახსნელად 
საჭიროა ვიცოდეთ, როგორ გამოვთვალოთ მოცემული ორი გვერდითა და მათ შორის კუთ-
ხით სამკუთხედის მესამე გვერდი. ამ კითხვაზე პასუხს იძლევა კოსინუსების თეორემა:

სამკუთხედის ყოველი გვერდის კვადრატი უდრის დანარჩენი ორი 
გვერდის კვადრატების ჯამს გამოკლებული ამავე გვერდებისა და მათ 
შორის მდებარე კუთხის კოსინუსის გაორკეცებული ნამრავლი. 

ჩამოყალიბებული თეორემა 1-ელი ნახაზის მიხედვით ასე ჩაიწე-
რება:

c2=a2+b2–2abcos∠C.   (1)
დამტკიცება. იმ შემთხვევაში, როცა C მართი კუთხეა, (1) ტოლობა 

გამომდინარეობს პითაგორას თეორემიდან, რადგან cos90°=0. 
ვთქვათ, C მახვილი კუთხეა (ნახ.2). A წვეროდან BC გვერდზე დავუ-

შვათ AK სიმაღლე. პითაგორას თეორემის ძალით: 
c2=AK2+BK2.   (2)

მეორე მხრივ, 
AK2= b2–CK2=b2–(bcos∠C)2, BK=a–CK=a–bcos∠C.   (3)
1-ელი ტოლობა მე-3 ტოლობების მე-2 ტოლობაში ჩასმით მიიღება 

(შეამოწმე დამოუკიდებლად).
თუ C ბლაგვი კუთხეა (ნახ.3), მაშინ 

AK2=b2–CK2=b2–(bcos(180°–∠C))2,
ხოლო 

BK=a+CK=a+bcos(180°–∠C).
თუ უკანასკნელ ორ ტოლობას ჩავსვამთ მე-2 ტოლობაში და ამასთან გავითვალისწინებთ, 

რომ cos(180°–∠C))=–cos∠C, ისევ მივიღებთ 1-ელ ტოლობას (შეამოწმე დამოუკიდებლად). 
თეორემა დამტკიცებულია. 

დავუბრუნდეთ 1-ელ ამოცანას. კალკულატორის დახმარებით ვადგენთ, რომ  cos70°≈0,342. 
ამოცანის მონაცემების 1-ელ ფორმულაში ჩასმით მივიღებთ: 

500 600 2 500 600 0 342 7802 2� � �· · · , .

პასუხი. ანას სახლიდან ბელას სახლამდე მანძილი, დაახლოებით, 780 მეტრია.
1-ელი ტოლობიდან ვიღებთ C კუთხის კოსინუსის გამოსათვლელ ფორმულას: 

cos C a b c
ab

� �
� �2 2 2

2
.   (4)

3.10 კოსინუსების თეორემა

კოსინუსების თეორემისა და მისი შედეგების გაცნობა და 
გამოყენება

70°

ცირა

ანა

500 მ 60
0 

მ
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მიღებული ფორმულა საშუალებას გვაძლევს გამოვთვალოთ სამკუთხედის კუთხეები მო-
ცემული სამი გვერდის მიხედვით. 

ამოცანა 2. სამკუთხედის გვერდებია: ა) 8 სმ, 15 სმ, 17 სმ; ბ) 1 სმ, 2 სმ, 7  სმ. გამოვთვა-

ლოთ სამკუთხედის უდიდესი კუთხის სიდიდე. 
ამოხსნა. შევნიშნოთ, რომ სამკუთხედის ყოველი კუთხე (0°; 180°) შუალედს ეკუთვნის. 

ამ შუალედში კი კუთხე ცალსახად განისაზღვრება მისი კოსინუსის მნიშვნელობით (ახსენი, 
რატომ). მაშასადამე, საკმარისია გამოვთვალოთ მოცემული სამკუთხედის უდიდესი კუთხის 
კოსინუსი და მისი საშუალებით ვიპოვოთ კუთხის მნიშვნელობა. 

სამკუთხედის უდიდესი კუთხე უდიდესი გვერდის მოპირდაპირეა, ამიტომ საძიებელი 
კუთ ხის კოსინუსი მე-4 ფორმულის ძალით იქნება: 

ა) 
8 15 17

2 8 15
0

2 2 2� �
� �

� , ე.ი. საძიებელი კუთხის სიდიდეა 90°, რადგან (0°; 180°) შუალედში 

კოსინუსი 0-ის ტოლი მხოლოდ 90°-ზე ხდება. 

ბ) 
1 2 7

2 1 2
1
2

2 2� �
� �

� � ,  ე.ი. საძიებელი კუთხის სიდიდეა 120°, რადგან (0°; 180°) შუალედში 

კოსინუსი −
1
2

-ის ტოლი მხოლოდ 120°-ზე ხდება.

პასუხი: ა) 90°; ბ) 120°.
კოსინუსების თეორემიდან გამომდინარეობს პარალელოგრამის 

შემდეგი თვისება:
პარალელოგრამის დიაგონალების კვადრატების ჯამი ოთხივე 

გვერდის კვადრატების ჯამის ტოლია. 
ჩამოყალიბებული თვისება მე-4 ნახაზის მიხედვით ასე ჩაიწერება: 

AC2+BD2=AB2+BC2+CD2+AD2.   (5)
დამტკიცება. გამოვიყენოთ კოსინუსების თეორემა ABD და ADC სამკუთხედებში: 

BD2= AB2+AD2–2AB·AD·cos∠A,   (6)
AC2=AD2+CD2–2AD· CD·cos∠D.   (7)

თუ მე-7 ტოლობაში გავითვალისწინებთ, რომ CD=AB, ხოლო  
cos∠D=cos(180°–∠A)=–cos∠A , მივიღებთ:

AC2=AD2+AB2+2AD·AB·cos∠A   (8)
მე-6 და მე-8 ტოლობების შეკრებით მივიღებთ მე-5 ტოლობას. ამით თეორემა დამტკიცე-

ბულია.
ამოცანა 3. სამკუთხედის გვერდებია a, b და c. გამოვთვალოთ a გვერდისადმი გავლე-

ბული სამკუთხედის მედიანა.
ამოხსნა. ვთქვათ ∆ABC-ში AB=C, AC=b და BC=a. 

მე-5 ნახაზზე AO მედიანაა. AO სხივზე გადავდოთ AO 
მონაკვეთის ტოლი OD მონაკვეთი და D წერტილი შე-
ვაერთოთ B და C წერტილებთან. მიღებული ოთხკუ-
თხედი პარალელოგრამია, რადგან O წერ ტილი მის 
AD და BC დიაგონალებს შუაზე ყოფს. 

დამტკიცებულ თვისებაზე დაყრდნობით ვწერთ:
(2AO)2+BC2=2(AB2+AC2), ანუ

(2AO)2=2(c2+b2)–a2.
თუ a გვერდზე დაშვებულ მედიანას ma-თი აღვნიშნავთ, უკანასკნელი ტოლობიდან მივიღებთ: 

m (c b ) a
a �

� � 2
2

.
2 2 2
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სავარჯიშოები

1  გამოთვალე სამკუთხესდის c გვერდი, თუ a=3 სმ, b=4 სმ, ხოლო a და b გვერდებს 
შორის კუთხეა: ა) 90°; ბ)120°; გ) 60°.

2  გამოთვალე ABC სამკუთხედის AC გვერდი, თუ AB=5 სმ, BC=12 სმ, ხოლო B კუ-
თხის სიდიდეა: ა) 30°; ბ) 90°; გ) 150°.

3  გამოთვალე გუბურის სიგრძე მე-6 ნახაზის მიხედვით.

4  გამოთვალე ტოლფერდა სამკუთხედის ფუძე, თუ ფერ-
დი 6 სმ-ის, ხოლო წვეროსთან მდებარე კუთხე 30°-ის 
ტოლია.

5  გამოთვალე ტოლფერდა სამკუთხედის ფუძე, თუ ფერდი 10 სმ-ის, ხოლო წვეროს-
თან მდებარე კუთხის კოსინუსი –0,25-ის ტოლია.

6  გამოთვალე ტოლფერდა სამკუთხედის ფუძე, თუ ფერდი 10 სმ-ის, ხოლო წვეროს-
თან მდებარე კუთხის: ა) კოსინუსი 0,6-ის ტოლია; ბ) სინუსი 0,8-ის, ტოლია.

7  გამოთვალე სამკუთხედის კუთხეები, თუ მისი გვერდებია:
ა) 3 სმ, 3 სმ და 3 2  სმ; ბ) 3 სმ, 3 სმ და 3 3  სმ. 

8  გამოთვალე სამკუთხედის უდიდესი კუთხის სიდიდე, თუ სამკუთხედის გვერდებია: 
ა) 5 სმ, 6 სმ და 61  სმ; ბ) 1მ, 3 მ და 7 მ.

9  დაადგინე, მოცემული გვერდების მიხედვით რომელი სამკუთხედია მახვილკუთ-
ხა, რომელი მართკუთხა და რომელი ბლაგვკუთხა:
ა) 7 სმ, 10 სმ, 14 სმ; ბ) 7მ, 24მ, 25მ; გ) 10დმ, 11დმ, 13დმ.

10  ABCD პარალელოგრამში AB=9 სმ, BC=7 სმ, AC=14 სმ. იპოვე BD.

11  პარალელოგრამის დიაგონალებია 6 სმ და 10 სმ, ხოლო ერთი გვერდი – 4 სმ. იპოვე 
პარალელოგრამის დანარჩენი გვერდები. 

უპასუხე კითხვებს:

1.  როგორ გამოთვლი სამკუთხედის გვერდს მისი მოპირდაპირე კუთხითა და ამ 
კუთხის მიმდებარე გვერდებით?

2. როგორ გამოთვლი სამკუთხედის კუთხეებს მოცემული სამი გვერდით?

3.  როგორია სამკუთხედი, თუ მისი უდიდესი გვერდის კვადრატი: ა) მეტია, 
ბ) ნაკლებია დანარჩენი ორი გვერდის კვადრატების ჯამზე?

4.  როგორია სამკუთხედი, თუ მისი ერთ-ერთი გვერდის კვადრატი დანარჩენი ორი 
გვერდის კვადრატების ჯამის ტოლია?

5. რა თვისება აქვს პარალელოგრამს?

6.  როგორ გამოითვლი სამკუთხედის მედიანას მოცემული სამი გვერდის მიხედვით?

7.  რომელი კუთხის კოსინუსი მიიღებს მონაწილეობას ABC სამკუთხედში BC გვერდის 
დანარჩენი ორი გვერდის საშუალებით გამოთვლაში?

100°30 მ 40 მ
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12  იპოვე პარალელოგრამის გვერდები, თუ დიაგონალებია 8 სმ და 12 სმ, ხოლო დია-
გონალებს შორის კუთხე – 60°.

13  იპოვე პარალელოგრამის გვერდები, თუ დიაგონალებია 4 სმ და 6 სმ, ხოლო დია-

გონალებს შორის კუთხის კოსინუსი უდრის 
1
3

-ს.

14  სამკუთხედის გვერდებია: 7 სმ, 8 სმ და 9 სმ. იპოვე სამივე მედიანის სიგრძე. 

15  ტოლფერდა სამკუთხედის ფერდი 8 სმ-ის, ხოლო ფერდისადმი გავლებული მედი-
ანა 5 სმ-ის ტოლია. იპოვე ფუძე.

16  მე-7 ნახაზის მიხედვით იპოვე x.

17  სამკუთხედის ერთი მედიანა 9 სმ-ია, მეორე მედიანა – 12 სმ, 
ხოლო ამ მედიანებს შორის კუთხე – 60°. იპოვე სამკუთხედის 
გვერდები.

18  ჩამოაყალიბე და დაამტკიცე პითაგორას თეორემის შებრუნე-
ბული თეორემა.

19  მე-8 ნახაზის მიხედვით იპოვე BD მონაკვეთის სიგრძე. 

20  სამკუთხედის გვერდებია 5 მ, 7მ და 8მ. გამოთვალე სამკუთხე-
დის იმ ბისექტრისის სიგრძე, რომელიც უდიდესი კუთხის წვე-
როზეა გავლებული. 

21  ABC სამკუთხედში (ნახ. 9) AB=8 სმ, BC=5 სმ, AC=7 სმ. გამო თ-
ვალე MN მონაკვეთის სიგრძე, სადაც M წერტილი AB მონაკვე-
თის შუა წერტილია, ხოლო N∈BC და BN=2 სმ. 

22  ABC სამკუთხედში AB=13 სმ, BC =20 სმ, ხოლო BK სიმაღლე 12 სმ-ია. გამოთვალე 
B კუთხის სიდიდე. განიხილე ორი შესაძლო შემთხვევა. 

23  გამოთვალე სამკუთხედში ჩახაზული წრის რადიუსი, თუ მისი გვერდებია: 13 სმ, 
14 სმ და 15 სმ.

24  იპოვე x-ის ყველა რიცხვითი მნიშვნელობა, თუ ცნობილია, რომ x, x+1, x+2 ბლაგვ-
კუთხა სამკუთხედის გვერდებია. 

25  მართკუთხა სამკუთხედის მახვილი კუთხეა α, ხოლო ამ კუთხის მოპირდაპირე კა-
თეტი – a. გამოთვალე სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწირის დიამეტრი.
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ისევე, როგორც წინა პარაგრაფში, ABC სამკუთხედის A, B და C კუთხეების მოპირდა-
პირე გვერდები აღვნიშნოთ a, b და c ასოებით. როგორც ვიცით, სამკუთხედში დიდი გვე-
რდის მოპირდაპირედ დიდი კუთხე ძევს. ნიშნავს თუ არა ეს, რომ რადენჯერაც a გვერდი მე-
ტია b გვერ დზე, იმდენჯერ A კუთხე მეტი იქნება B კუთხეზე? ანუ, არის თუ არა სამკუთხედის 
გვერ დებსა და კუთხეებს შორის პირდაპირპროპორციული დამოკიდებულება? 

პასუხია – არა. მაგალითად, განვიხილოთ მართკუთხა ABC სამკუთხედი, 
რომლის � � � � � � � � �A , B , C30 60 90 .  ამ სამკუთხედში c=2a, b=a 3 . გამო-

დის, რომ კუთხეები 1-ის, 2-ისა და 3-ის პროპორციულია, ხოლო გვერდები – 
1-ის, 3 -ის და 2-ის პროპორციული. 

მაგრამ, თუ კუთხეების ნაცვლად ამ კუთხეების სინუსებს შორის პროპორ-

ციას განვიხილავთ, მივიღებთ: sinA : sinB : sinC=
1
2

3
2

1 1 3 2: : : := , ანუ მოცემული სამკუ-

თხედის გვერდები მოპირდაპირე კუთხეების სინუსების პროპორციულია. 
ეს თვისება ნებისმიერი სამკუთხედისთვისაა დამახასიათებელი. კერძოდ, მართებულია:
სინუსების თეორემა. ნებისმიერ სამკუთხედში გვერდები მოპირდაპირე კუთხეების სინუ-

სების პირდაპირპროპორციულია და მათი შეფარდება ამ სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწი-
რის დიამეტრის ტოლია. ანუ 

a
sin A

b
sin B

c
sin C

2R
�

�
�

�
�

� .

სადაც a, b, c სამკუთხედის გვერდები, ხოლო A, B, C ამ გვერდების მოპირდაპირე კუთხეე-
ბია.

დამტკიცება. საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიერ სამკუთხედში გვერდის შეფარდება 
მოპირდაპირე კუთხის სინუსთან ამ სამკუთხედზე შემოხაზული წრის 
დიამეტრის ტოლია.

1ა, 1ბ და 1გ ნახაზებზე მოცემულია ∆ABC-ს სამი განსხვავებული შემ-

თხვევა. სამივე შემთხვევაში უნდა დავამტკიცოთ 
BC

sin A
2R

�
�  ტოლობა.

I. ∠A=90° (ნახ.1ა). ამ შემთხვევაში BC=2R, ამიტომ
BC

sin A
R

sin
R

�
�

�
�

2
90

2 ;

II. ∠A<90° (ნახ.1ბ). ნახაზზე O შემოხაზული წრეწირის ცენტრია, BD 
– დიამეტრი. ∠CDB =∠A, რადგან CDB და A ერთსა და იმავე რკალზე 
დაყრ დნობილი ჩახაზული კუთხეებია. ∠DCB=90°, როგორც დიამეტრზე 
დაყრდნობილი ჩახაზული კუთხე. ამიტომ: 

BC
sin A

BC
sin CDB

2R
�

�
�

� �BD ;

III. ∠A>90° (ნახ.1გ). ნახაზზე O შემოხაზული წრეწირის ცენტრია, 

3.11 სინუსების თეორემა

სინუსების თეორემისა და მისი შედეგების  
გაცნობა/გამოყენება 

A

BC a

b c

A B

C

O

ნახ. 1ა

A

BC

O

D

K

ნახ. 1ბ
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BD – დიამეტრი. ∠A=180°–∠CDB , რადგან CDB და A დამატებით რკა-
ლებზე დაყრდნობილი ჩახაზული კუთხეებია. 

∠DCB= 90°, როგორც დიამეტრზე დაყრდნობილი ჩახაზული კუთხე. 
ამიტომ: BC

sin A
BC

sin CDB
BC

sin CDB
BD R

�
�

� � �� �
�

�
� �

180   
2 .  

დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს შემოხაზული წრის 
რადიუსის გამოსათვლელი ფორმულა: 

R a
sin

�
2 �

.       (1)

სინუსებისა და კოსინუსების თეორემებს დიდი გამოყენება აქვს პრაქტიკული ამოცანების 
ამოხსნაში. მოვიყვანოთ სინუსების თეორემის პრაქტიკული გამოყენების ერთი მაგალითი. 

ვთქვათ, იმყოფები მდინარის ერთ მხარეს A წერტილში და გინ და 
გაიგო მდინარის მეორე მხარეს B წერტილში მდგომ ხემდე AB მან-
ძილი (ნახ.2). 

ამ მიზნის მისაღწევად შეგიძლია ასე იმოქმედო: 
1.  გადაზომო შენსავე ნაპირზე მანძილი რაიმე C წერტილამდე;
2.  დაადგინო α და β კუთხეთა ზომა; 
3. დაწერო სინუსების თეორემიდან გამომდინარე პროპორცია:

AB
sin

AC
sin� � �

�
� � �� �180

,

საიდანაც, დაყვანის ფორმულის გათვალისწინებით, მიიღებ საძიებელი მანძილის გამო-
სთვლელ ფორმულას:

AB AC sin
sin

�
�
�� �
�

� �
.

განხილული მაგალითი გვიჩვენებს, რომ თუ ვიცით სამკუთხედის ერთი გვერდი და ორი 
კუთხე, სინუსების თეორემის გამოყენებით შეგვიძლია გავიგოთ დანარჩენი გვერდები.

მაგალითი. ABC სამკუთხედში AB=10 სმ, � � � � � �A , B30 50 .  ვიპოვოთ AC და BC.
ამოხსნა. სინუსების თეორემით ვწერთ:

AC
sin

AB
sin

AC sin
sin

,
,

,
50 100

10 50
100

10 0 766
0 9848

7 778
�
�

�
� �

�
�
�

�
� ��

�
�

�
� �

�
�
�

�
�

BC
sin

AB
sin

BC sin
sin

,
,

,
30 100

10 30
100

10 0 5
0 9848

5 077..

შევნიშნოთ, რომ 50° და 100° არგუმენტებისათვის სინუსის მნიშვნელობის დასადგენად 
და გამოთვლების საწარმოებლად გამოვიყენეთ კალკულატორი.

უპასუხე კითხვებს:

1.  არის თუ არა სამკუთხედის გვერდები შესაბამისი კუთხეების პროპორციული? 
შესაბამის კუთხეთა სინუსების პროპორციული?

2.  როგორ გამოთვლი სამკუთხედზე შემოხაზული წრის რადიუსს მოცემული გვერდითა 
და მოპირდაპირე კუთხით?

3.  როგორ გამოთვლი მიუვალ ადგილამდე მანძილს სინუსების თეორემის 
გამოყენებით?

4.  საკმარისია თუ არა სამკუთხედის კუთხეებისა და შემოხაზული წრის რადიუსის 
ცოდნა სამკუთხედის გვერდების საპოვნელად?

BC

D
OK

A

ნახ. 1გ

β
α

A

B

C
ნახ. 2

DO N
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სავარჯიშოები

1  გამოთვალე ABC სამკუთხედზე შემოხაზული წრის დიამეტრი, თუ: 
ა) AB=5 სმ და � � �C 30 ; ბ) BC= 8 დმ და � � �A 45 ; გ) AC= 6 მ და � � �B 60 . 

2  იპოვე ABC სამკუთხედის AB გვერდი თუ შემოხაზული წრის რადიუსია 6 სმ, 
ხოლო: ა)� � �C 30 ; ბ)� � �C 45 ; გ) � � �C 60 ; დ) � � �C 90 ; ე) � � �C 120 .

3  გამოთვალე ABC სამკუთხედის A კუთხის სინუსი, თუ შემოხაზული წრის რადი-
უსი 6 სმ-ის, ხოლო BC გვერდი: ა)12 სმ-ის; ბ) 6 სმ-ის; გ) 5 სმ-ის ტოლია. 

4  გამოთვალე A წერტილიდან ხემდე მანძილი პარაგრაფში მოცემული მაგალითის 
მიხედვით (ნახ.2), თუ α=15°, β=45°, AC=6 მ. 

5  იპოვე ABC სამკუთხედის C კუთხის გრადუსული ზომა, თუ შემოხაზული წრის რა-
დიუსი 8 სმ-ის, ხოლო AB გვერდი 8 3  სმ-ის ტოლია. რამდენი ამონახსნი აქვს 

ამოცანას?

6  ABC სამკუთხედში AB=10 სმ, � � �A 55 , � � �B 95 . გამოთვალე შემოხაზული 

წრის რადიუსი.

7  ნახაზის მიხედვით იპოვე x:

60° 30°x

ა)

45° 30°

x
ბ)

x 60°45°

გ)3 2 2
3

8  მოცემულია a=3 სმ, b=5 სმ, ხოლო � � �C 120 . იპოვე შემოხაზული წრის რადიუსი.

9  მოცემულია a=8 სმ, � � � � � �B , C40 80 .  იპოვე სამკუთხედის დანარჩენი გვერდები.

10  მოცემულია a=5 სმ, b=6 სმ, c=7 სმ. იპოვე სამკუთხედის კუთხეები. 

11  ABC სამკუთხედში AB=2, AC= 2 3 , � � �B 60 . იპოვე მესამე გვერდი და დანარ-

ჩენი კუთხეები.
12  მართკუთხა სამკუთხედის კათეტებია 6 სმ და 8 სმ. გამოთვალე იმ წრეწირის რა-

დიუსი, რომელიც გადის მახვილი კუთხეების წვეროებსა და დიდი კათეტის შუა 
წერტილზე. 

13  ნახაზზე მოცემულ სამკუთხედში AB=BC. დაამტკიცე, 
რომ ABK და BKC სამკუთ ხედებზე ტოლი წრეწირები 
შემოიხაზება. 

14  პარალელოგრამის დიაგონალი, რომლის სიგრძე d-ს ტოლია, გვერდებთან α და β 
კუთხეებს ადგენს. იპოვე პარალელოგრამის გვერდები.

15  გამოთვალე სამკუთხედზე შემოხაზული წრის რადიუსი, თუ მისი გვერდებია: 
13 სმ, 14 სმ და 15 სმ.
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16  გამოთვალე მდინარის გაღმა მდგომი ბოძის სიმაღ-
ლე, თუ A წერტილიდან ბოძი მოჩანს α კუთხით, B 
წერტილიდან – β კუთხით, ხოლო A-დან B-მდე მა-
ნძილი c მეტრია.

17  გამოთვალე სამკუთხედის პერიმეტრი, თუ ჩახა-
ზული წრის რადიუსია r, შემოხაზული წრის რა-
დიუსი – R, ხოლო ერთ-ერთი კუთხე – α. 

18  მოცემულია მდინარის გაღმა მდებარე A და B 
წერტილებს შორის მანძილის გამოსათვლელად 
საჭირო სქემატური ნახაზი და სიდიდეები.
ა) აღწერე ეტაპები, რომლებიც საჭიროა A და 
B წერტილებს შორის მანძილის გამოსათვლე-
ლად; 
ბ) შეარჩიე a მონაკვეთისა და α, β, α1, β1 კუთ-
ხეთა კონკრეტული მნიშვნელობები და ამ მნიშ-
ვნელობებისათვის გამოთვალე AB მანძილი. 

19  გამოთვალე სამკუთხედის ფართობი, თუ მისი ერთი გვერდია 17 სმ, ხოლო ამ 
გვერ დზე დაშვებული სიმაღლე – 8 სმ.

20  გამოთვალე პარალელოგრამის ფართობი, თუ მისი გვერდია 17 სმ, ხოლო ამ გვერ-
დზე დაშვებული სიმაღლე – 8 სმ.

21  გამოთვალე სამკუთხედის ფართობი, თუ მისი ორი გვერდია 9 და 12, ხოლო ამ 
გვერდებს შორის კუთხე – 30°.

22  გამოთვალე სამკუთხედის ფართობი, თუ ამ სამკუთხედში ჩახაზული წრის რადი-
უსია 3 სმ, ხოლო სამკუთხედის პერიმეტრი – 16 სმ. 

23  გამოთვალე რომბის ფართობი, თუ მისი დიაგონალებია 8 სმ და 13 სმ. 

24  ABC სამკუთხედის ფართობია 24 სმ2. AC გვერდებზე აღებულია M წერტილი ისე, 
რომ AM:MС=1:2. გამოთვალე ABM სამკუთხედის ფართობი. 

წყვილებში სამუშაო

ნახაზზე მოცემულია სამი სამკუთხედი. 
თითოეული სამკუთხედის შემთხვევაში: 
ა)  სახაზავისა და ტრანსპორტირის გამოყენებით 

დაადგინეთ კუთხეებისა და გვერდების ზომები; 
ბ) გამოთვალეთ კუთხეთა სინუსები;
გ)  გამოთვალეთ გვერდების მოპირდაპირე კუთ-

ხეთა სინუსებთან შეფარდებები;
დ) გამოიტანეთ დასკვნა.

A
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P

α c
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ამოცანა 1. გამოვთვალოთ სამკუთხედის ფართობი a და b გვერდებითა და ამ გვერდებს 
შორის მდებარე α კუთხით.

ამოხსნა. როგორც ვიცით, სამკუთხედის ფართობი გვერდისა და ამ გვერდზე ან მის გაგ-

რძელებაზე დაშვებული სიმაღლის ნამრავლის ნახევრის ტოლია: S


= 1
2

bh . 

b

a h

α
b

a h

α

h a

b
α

a

b
α

მეორე მხრივ, მოცემული ნახაზებიდან ჩანს, რომ ნებისმიერი სამკუთხედის შემთხვევაში 
h=a·sinα (ახსენი, რატომ), საიდანაც მივიღებთ ფორმულას:

S� �= 1
2

ab sin���   (1)

1-ელი ფორმულიდან სინუსების თეორემის გამოყენებით მიიღება სამკუთხე-
დის ფართობის გამოსათვლელი ფორმულა სამი გვერდითა და შემოხაზული 

წრის რადიუსით. ამისათვის საკმარისია, sinα გამოვსახოთ 
c

sin
R

�
� 2  ტოლობი-

დან sin c
R

� �
2

 და ჩავსვათ 1-ელ ფორმულაში. მივიღებთ:

S = abc
4R

. ∆    (2)

ამოცანა 2. გამოვთვალოთ სამკუთხედის ფართობი მისი მოცემული სამი გვერდით.
ამოხსნა. ვთქვათ, a, b და c სამკუთხედის გვერდებია, ხოლო A, B, C ამ გვერდების შესა-

ბამისი კუთხეები. კოსინუსების თეორემის თანახმად 

cos C a b c
ab

� �
� �2 2 2

2
,

ხოლო 1-ელი ფორმულიდან 

sin C = 2S
ab

∠ .

თუ ამ ტოლობებს შევიტანთ sin2∠C+cos2∠C=1 იგივეობაში, მივიღებთ:

2S
ab

�
�
�

�
�
� �

� ��

�
�

�

�
� �

2 2 2 2 2

2
1a b c

ab
.

ამ ტოლობიდან კვადრატების სხვაობის ფორმულის სამჯერადად გამოყენებით
16S2=4a2b2–(a2+b2–c2)2=(2ab+a2+b2–c2)(2ab–a2–b2+c2)=

((a+b)2–c2)(c2–(a–b)2)=(a+b+c)(a+b–c)(c+a–b)(c–a+b).

3.12 ფართობის გამოთვლა ტრიგონომეტრიის გამოყენებით

ამოცანების ამოხსნა ფართობის ფორმულების გამოყენებით.

b

a c

α
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შემოვიღოთ აღნიშვნა: p = a + b + c
2

. ამ აღნიშვნით გვექნება ტოლობები:

a+b+c=2p, a+b–c=2(p–c), a–b+c=2(p–b), c–a+b=2(p–a),
რომელთა ზემოთ მიღებულ ტოლობაში ჩასმით და 16-ზე შეკვეცით მიიღება 
S2=p(p–a)(p–b)(p–c), ანუ 

S p p a p b p c� �� � �� � �� � .   (3)

მიღებულ ტოლობას ჰერონის ფორმულა ეწოდება. 
ჰერონის ფორმულა საშუალებას იძლევა სამი გვერდით გამოვთვალოთ სამკუთხედის სი-

მაღლეები, ჩახაზული და შემოხაზული წრეწირების რადიუსები. 
ამოცანა 3. სამკუთხედის გვერდებია 13 სმ, 14 სმ და 15 სმ. გამოვთვალოთ მასში ჩახაზული 

და მასზე შემოხაზული წრეწირის რადიუსები. 
ამოხსნა. ჩახაზული წრეწირის რადიუსის გამოსათვლელად ვისარგებლოთ ფართობის გა-

მოსათვლელი ფორმულით S=pr, სადაც p=(13+14+15):2=21 და r = S
21

, ხოლო S გამოვთვა-

ლოთ ჰერონის ფორმულით: S � � � � �21 8 7 6 84.მივიღეთ, რომ r=4.

შემოხაზული წრეწირის R რადიუსი მეორე ტოლობიდან გამოვსახოთ: R = abc
4S

.

თუ მიღებულ ფორმულაში ჩავსვამთ რიცხვით მონაცემებს, მივიღებთ:

R = 13 14 15
4 84
� �
�

� �
65
8

8 125, .

პასუხი. r=4 სმ, R=8,125 სმ.
ანალოგიურად შეგვიძლია სამი გვერდით გამოვთვალოთ სამკუთხედის სიმაღლე. მაგა-

ლითად, მე-3 ამოცანის მონაცემებით 14 სმ-ის ტოლ გვერდზე დაშვებული სიმაღლე გამოით-

ვლება S = 1
2

ahფორმულაში შესაბამისი რიცხვების ჩასმით: 

84 = 1
2

14h h =12� � .

პასუხი. 12 სმ.

უპასუხე კითხვებს:

1. როგორ გამოთვლი სამკუთხედის ფართობს ორი გვერდითა და მათ შორის მდებარე 
კუთხით?

2. როგორ გამოთვლი სამკუთხედის ფართობს სამი გვერდით? 

3. როგორ გამოთვლი სამკუთხედის სამი გვერდით: 

ა) ჩახაზული წრეწირის რადიუსს? 

ბ) შემოხაზული წრეწირის რადიუსს? გ) სიმაღლეს? 

დ) კუთხის სინუსს? ე) კუთხის კოსინუსს? ვ) ბისექტრისას? ზ) მედიანას?

4. გვერდებს შორის რა სიდიდის კუთხის შემთხვევაში იქნება სამკუთხედის ფართობი 
უდიდესი?
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სავარჯიშოები

1  გამოთვალე სამკუთხედის ფართობი a და b გვერდებითა და მათ შორის მდებარე 
α კუთხით, თუ:
ა) a=3 სმ, b=4 სმ, α=30°; ბ) a=5 სმ, b=8 სმ, α=45°; გ) a=6 სმ, b=10 სმ, α=60°; 
დ) a=14 სმ, b=7 სმ, α=90°; ე) a=11 სმ, b=8 სმ, α=150°; ვ) a=16 სმ, b=5 სმ, α=15°. 

2  გამოთვალე sinα, სადაც α სამკუთხედის a და b გვერდებს შორის კუთხეა, ხოლო 
S სამკუთხედის ფართობი, თუ:
ა) a=4 სმ, b=5 სმ, S=10 სმ2;  ბ) a=7 სმ; b=9 სმ; S=21 სმ2; 
გ) a= 5 1+  სმ; b= 5 1−  სმ; S=0,25 სმ2.

3  გამოთვალე სამკუთხედის ფართობი, თუ მისი გვერდებია:
ა) 3 სმ, 4 სმ, 5 სმ;  ბ) 4 სმ, 5 სმ, 7 სმ; 
გ) 26 სმ, 28 სმ, 30 სმ;  დ) 3 2+  სმ, 3 2−  სმ, 4 სმ.

4  სამკუთხედის გვერდებია: 
ა) 8 სმ, 15 სმ, 17 სმ; ბ) 5 სმ, 5 სმ, 6 სმ; გ) 7 სმ, 11 სმ, 12 სმ; დ) 7 სმ, 6 სმ, 5 სმ. 
გამოთვალე: 
1) შემოხაზული წრეწირის რადიუსი; 
2) ჩახაზული წრის რადიუსი; 
3) უდიდეს გვერდზე დაშვებული სიმაღლე. 

5  დაამტკიცე პარალელოგრამის ფართობის გამოსათვლელი ფორმულა: S=ab·sinα, 
სადაც a და b პარალელოგრამის გვერდები, ხოლო α ამ გვერდებს შორის კუთხეა.

6  გამოთვალე რომბის ფართობი, თუ მისი გვერდი 10 სმ, ხოლო გვერდებს შორის 
კუთხეა: 
ა) 30°; ბ) 60°; გ) 120°; დ) 40°.

7  გამოთვალე პარალელოგრამის ფართობი, თუ მისი გვერდებია 7 სმ და 8 სმ, ხოლო 
გვერდებს შორის კუთხე: 
ა) 30°; ბ) 45°; გ) 90°; დ) 50°.

8  გამოთვალე სამკუთხედის მესამე გვერდი, თუ ფართობი 
8 სმ2, ერთი გვერდი 4 სმ, მეორე 5 სმ, ხოლო ამ გვერდებს 
შორის: ა) მახვილი კუთხეა; ბ) ბლაგვი კუთხეა. 

9  ABC სამკუთხედის ფართობია 18 სმ2. AB და AC გვერ-
დებზე აღებულია M და N წერტილები ისე, რომ AM=MB, AN:NC=2:1. გამოთვალე 
AMN სამკუთხედის ფართობი. 

10  ABC სამკუთხედის ფართობია 60 სმ2. AB, AC და BC გვერდებზე შესაბამისად აღე-
ბულია M, N და K წერტილები ისე, რომ AM:MB=1:2, AN:NC=2:3, BK:KC=1:3. გა-
მოთვალე MNK სამკუთხედის ფართობი.

11  გამოთვალე ABC სამკუთხედის ფართობი, თუ AB = 10 სმ, � � � � � �A , B45 60 .

A

B

M

C
N
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12  დაამტკიცე ABC სამკუთხედის ფართობის გამოსათვლელი ფორმულა: 

S = AB sin A sin B
2sin A + B

2

�

� � � �
� �� �

.

13  გამოთვალე სამკუთხედის ფართობი, თუ მისი ორი გვერდია a და b, ხოლო ამ 
გვერ დებს შორის მოთავსებული მედიანა m.

14  გამოთვალე სამკუთხედის ფართობი, თუ მისი 6 სმ და 9 სმ სიგრძის მედიანები 
ურთიერთმართობულია. 

15  დაამტკიცე, რომ ამოზნექილი ოთხკუთხედის ფართობი დიაგონალებისა და დია-
გონალებს შორის კუთხის სინუსის ნამრავლის ნახევრის ტოლია. 

16  დაამტკიცე სამკუთხედის ფართობის გამოსათვლელი ფორმულა:

 S� � �
2
3

m m sin1 2 � , 

სადაც m1 და m2 მედიანები, ხოლო α მედიანებს შორის კუთხეა. 

17  გამოთვალე წესიერი ექვსკუთხედის:
ა) შიგა კუთხე; ბ) დიაგონალების რაოდენობა.

18  წესიერი ექვსკუთხედის გვერდი a-ს ტოლია. იპოვე: 
ა) დიდი დიაგონალი; 
ბ) მცირე დიაგონალი; 
გ) შემოხაზული წრის რადიუსი; 
დ) ჩახაზული წრის რადიუსი;
ე) ფართობი.

19  წესიერი n-კუთხედის შიგა კუთხე 170 გრადუსია. იპოვე n.

წყვილებში სამუშაო

1. დაამტკიცეთ წესიერი n-კუთხედის ფართობის გამოსათვლელი შემდეგი 
 ფორმულა:

S n R sin
nn n� �
�

2
3602 , 

სადაც Rn წესიერ n-კუთხედზე შემოხაზული წრეწირის რადიუსია.
2. ისარგებლეთ დამტკიცებული ფორმულით და გამოიყვანეთ ფართობის გამოსათ-

ვლელი ფორმულა შემოხაზული წრის რადიუსით: 
ა) ტოლგვერდა სამკუთხედის;
ბ) კვადრატის;
გ) წესიერი ექვსკუთხედის შემთხვევაში.
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ტესტი თვითშემოწმებისათვის №6
სინუსების და კოსინუსების თეორემები

შეარჩიე სწორი პასუხი (№1-6):

1  ვთქვათ, სამკუთხედის გვერდებია a, b, c, ხოლო მათი მოპირდაპირე კუთხეები – 
α, β, γ. ქვემოთ მოცემული ტოლობებიდან რომელია მართებული?
ა) b = a + c 2ac cos2 2 2 � � � ; ბ) a = b + c 2ac cos2 2 2 � � � ; 

გ) c = a + b 2ab cos2 2 2 � � � ; დ) a = b + c + 2bc cos2 2 2 � � .

2  ვთქვათ, სამკუთხედის გვერდებია a, b, c, ხოლო მათი მოპირდაპირე კუთხეები – 
α, β, γ. ქვემოთ მოცემული ტოლობებიდან რომელია მართებული?

ა) cos = b + c a
2ab

2 2 2

�
�

;  ბ) cos = b + c a
2bc

2 2 2

�
�

; 

გ) cos = a + b c
2bc

2 2 2

�
�

;  დ) cos = a + b c
2ab

2 2 2

�
�

.

3  რომელი სამკუთხედია მახვილკუთხა მოცემული გვერდების მიხედვით?
ა) 5, 12, 13; ბ) 2, 3, 4; გ) 5, 6, 7; დ) 4, 5, 7. 

4  გამოთვალე სამკუთხედზე შემოხაზული წრის რადიუსი, თუ გვერდია 5 სმ, ხოლო 
მოპირდაპირე კუთხე – 30°.
ა) 5 სმ; ბ) 2,5 სმ; გ) 10 სმ; დ) 1,25 სმ. 

5  გამოთვალე სამკუთხედის ფართობი, თუ მისი ორი გვერდია 8 სმ და 11 სმ, ხოლო 
მათ შორის კუთხე – 45°.
ა) 44 სმ2; ბ) 44 3  სმ2; გ) 10 სმ2; დ) 22 2  სმ2.

6  გამოთვალე სამკუთხედის ფართობი, თუ მისი გვერდებია 7 სმ, 8 სმ, 9 სმ.
ა) 12 5  სმ2; ბ) 24 3  სმ2; გ) 24 სმ2; დ) 12 2  სმ2.

ამოხსენი ამოცანა N7-10.

7  გამოთვალე სამკუთხედში ჩახაზული წრის რადიუსი, თუ სამკუთხედის გვერდე-
ბია: 3 სმ, 4 სმ, 5 სმ.

8  გამოთვალე სამკუთხედზე შემოხაზული წრის რადიუსი, თუ სამკუთხედის გვერ-
დებია: 5 სმ, 6 სმ, 7 სმ.

9  გამოთვალე სამკუთხედის უდიდესი გვერდის მედიანა, თუ სამკუთხედის გვერდე-
ბია: 2 სმ, 3 სმ, 4 სმ.

10  გამოთვალე სამკუთხედის უმცირესი კუთხის ბისექტრისა, თუ სამკუთხედის გვერ-
დებია: 5 სმ, 6 სმ, 9 სმ.
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ამ თავში ისწავლი:
 � სტერეომეტრიის ძირითად ცნებებსა და მათ შორის 
მიმართებებს;

 � წრფეთა ურთიერთმდებარეობას სივრცეში;
 � წრფისა და სიბრტყის პარალელობისა და მართობულობის 
პირობებს;

 � პარალელური დაგეგმილების თვისებებს;
 � სიბრტყეთა პარალელობისა და მართობულობის პირობებს;
 � ორწახნაგა კუთხეს და კუთხეს გადამკვეთ სიბრტყეთა 
შორის;

 � ობიექტებს შორის მანძილს სივრცეში.

თავის შესწავლის შემდეგ შეძლებ:
 � სტერეომეტრიის აქსიომების თეორემათა დასამტკიცებლად 
გამოყენებას;

 � პარალელური და ორთოგონალური დაგეგმილების 
თვისებათა სტერეო მეტრიული ნახაზების შედგენაში 
გამოყენებას;

 � სივრცეში წრფეთა განლაგების შემთხვევათა 
დახასიათებას;

 � სიბრტყის პარალელური, მართობული და დახრილი 
წრფეების ამოცნობასა და დახასიათებას;

 � წრფესა და სიბრტყეს შორის კუთხის გაზომვას;
 � სამი პერპენდიკულარის თეორემის მართი კუთხის 
ამოსაცნობად გამოყენებას; 

 � პარალელურ, გადამკვეთ და მართობულ სიბრტყეთა 
ამოცნობასა და დახასიათებას;

 � ორწახნაგა კუთხის გაზომვას;
 � ორ გადამკვეთ სიბრტყეს შორის კუთხის დადგენას;
 � სივრცეში მდებარე ფიგურებს შორის მანძილის გაზომვას;
 � პრაქტიკულ ამოცანებში სტერეომეტრიის ცნებათა და 
დებულებათა გამოყენებას.

კომპლექსური დავალება
„სტერეომეტრია არქიტექტურაში“

სამიზნე ცნება/ცნებები. წრფე, სიბრტყე და სივრცე
 ჩვენი სამყარო სამგანზომილებიანია. ყველა ის ობიექტი, რომლებიც ჩვენ გარშემოა, 

სამგან ზომილებიანი, ანუ სივრცითი ფიგურაა. მათ შორის სივრცითი ფიგურებია შენობა-
ნაგებობები, რომელთა პროექტირება-
მშენებლობა სივრცეში დაგეგმარებასა და 
ოპერირებას გულისხმობს. ეს კი გეომეტრიის, 
კერძოდ, მისი მნიშვნელოვანი ნაწილის, 
სტერეომეტრიის საფუძვლიან ცოდნას 
მოითხოვს, რადგან სწორედ სტერეომეტრია 
შეისწავლის სივ რცით ფიგურებს შორის 
მიმართებებსა და მათს ზომებს. 

თავი 4. სტერეომეტრიის საწყისები

„სამყარო დაწერილია 
მათემატიკური ენით, 
ხოლო სიმბოლოები 

გეომეტრიული 
ფიგურებია“.

გალილეო გალილეი
1564-1642 წწ.

იტალიელი მეცნიერი, 
თანამედროვე ფიზიკისა და 

ასტრონომის 
ერთ-ერთი ფუძემდებელი
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იმას, რომ ჩვენი წინაპრები კარგად ფლობდნენ სივრცეში ობიექტთა ჰარ მონიულად 
განლაგებისა და მყარი კონ სტრუქციების აგების ხელოვნებას, ნათლად ადასტურებს მათ 
მიერ შექმნილი არქიტექტურული შედევრები, რომლებიც ასე მრავლადაა შემორჩენილი 
ჩვენს ქვეყანაში თუ მის ფარგლებს გარეთ. 

დიდებული ტაძრებისა და სასახლეების გარდა, სამეურნეო საჭიროებიდან გამომდინარე, 
უხსოვარი დროიდან აშენებდნენ და დღესაც აშენებენ მარტივი კონსტრუქციის სხვადასხვა 
დანიშნულების შენობებს: ბოსლებს ცხოველებისთვის, საქათმეებს ფრინველებისთვის და 
სხვ.

ერთ-ერთი ასეთი მარტივი კონსტრუქციის ფართოდ გავრცელებული ნაგებობაა ქოხი, 
რომელსაც ბაღ-ვენახებში ავდრის ან შესვენების დროს თავშესაფრად და შრომის იარა-
ღების შესანახად იყენებდნენ და დღესაც იყენებენ. 

დავუშვათ, ერთ-ერთმა მუნიციპალიტეტმა გამოაცხადა კონკურსი ბაღ-ვენახის ქოხის 
პროექტზე. პროექტის მოთხოვნებია: 

ა) პროექტი წარმოდგენილი უნდა იყოს მაკეტის სა-
ხით;

ბ) პროექტს უნდა დაერთოს შენობის სქემატური ნა-
ხაზი, რომელზეც უნდა მიეთითოს:

•  შენობისა და მისი შემადგენელი ნაწილების 
გრძივი ზომები;

• ბრტყელი და ორწახნაგა კუთხეების ზომები;
• პარალელური სიბრტყეები;
• მართობული სიბრტყეები;
• პარალელური, მართობული და აცდენილი წრფეები;
• სიბრტყისადმი მართობული და დახრილი წრფეები.

გ) ცალკე ინტერიერის სქემატური ნახაზი, ავეჯის (მაგიდა, სკამი, საწოლი ან სავარ-
ძელი და სხვ.) განლაგებით, მათი ზომებისა და მათ შორის მანძილების მითითებით.

დ) დასაშვები ზომები: ქოხის ფართობი – 15 მ2-იდან 18 მ2-მდე, სიმაღლე – 
არაუმეტეს 2,5 მ; 

ე) თანდართული საჭირო მასალის სახეობა, რაოდენობა, ფასები;
ვ) მთლიანი ხარჯთაღრიცხვა.
შენიშვნა: უპირატესობა მიენიჭება მსუბუქი კონტრუქციის, მაგრამ მდგრად და იაფ 

პროექტებს.

შენი დავალება
1. მიიღე მონაწილეობა გამოცხადებულ კონკურსში და გაითვალისწინე ყველა მისი 

მოთხოვნა; 
2. პროექტი წარმოადგინე პრეზენტაციის სახით, რომელშიც ხაზგასმით წარმოაჩენ:
• რა ფაქტებისა და მეთოდების ცოდნა დაგეხმარა დავალების შესრულებაში;
• რა პრაქტიკული გამოყენება აქვს შენ მიერ ჩატარებულ სამუშაოს;
• როგორ შეარჩიე პროექტი;
• რა მასალა გამოიყენე პროექტისთვის, მაკეტისათვის;
• როგორ იზრუნე შენობის მდგრადობისთვის;
• როგორ შეარჩიე საჭირო სამშენებლო მასალა და როგორ დაადგინე მისი რაოდენობა;
• როგორ დაადგინე ხარჯთაღრიცხვა;
•  რა ტექნიკური საშუალებები გამოიყენე საჭირო ზომების დასადგენად, ნახაზების შე-

სადგენად და გამოთვლების საწარმოებლად.
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4.1 სტერეომეტრიის ძირითადი ცნებები

სტერეომეტრიის ძირითადი ცნებებისა და აქსიომების 
გაცნობა და მათი შედეგების დასაბუთება

აქამდე ძირითადად ბრტყელ ფიგურებს და მათს თვისებებს განვიხილავდით. ბრტყელი 
ეწოდება ფიგურას, რომლის ყოველი წერტილი ერთ სიბრტყეშია მოთავსებული. მაგრამ 
არსებობს ფიგურები, რომელთა ერთ სიბრტყეში მოთავსება შეუძლებელია. ასეთებია, 
მაგალითად: კუბი, პირამიდა, მართკუთხა პარალელეპიპედი, ცილინდრი, კონუსი, ბირთვი. 
ასეთ ფიგურებს არაბრტყელი, ანუ სივრცითი ფიგურები ეწოდება. ბრტყელ ფიგურებს და 
მათს თვისებებს შეისწავლის პლანიმეტრია, არაბრტყელ ფიგურებს და მათს თვისებებს 
კი – სტერეომეტრია (სტერეომეტრია ბერძნული სიტყვაა და ნიშნავს: სტერეო-სივრცითი, 
მოცულობითი, მეტრიო-ვზომავ). სიბრტყე სივრცის ნაწილია, ამიტომ ყველა ის განმარტება, 
თვისება და აღნიშვნა, რაც პლანიმეტრიაში გვქონდა, უცვლელად შეგვიძლია გადმოვიტანოთ 
სტერეო მეტრიაში.

სტერეომეტრიის შესწავლა ხდება იმავე სქემით, რომლითაც შევისწავლეთ პლანიმეტრია 
შემოგვაქვს: 1. ძირითადი ცნებები (ისინი არ განიმარტება); 2. აქსიომები, დებულებები, 
რომლებიც მიღებულია ჭეშმარიტ გამონათქვამებად (მათ არ ვამტკიცებთ); 3. გეომეტრიული 
ცნებები (განიმარტება ძირითად ცნებებზე დაყრდნობით); 4. თეორემები (დებულებები, 
რომლებსაც ვამტკიცებთ). 

სტერეომეტრიის ძირითდი ცნებებია: წერტილი, წრფე და სიბრტყე. სიბრტყეს სივრცეში 
გამოსახავენ პარალელოგრამის ან მარტივი შეკრული წირის სახით. სიბრტყე აღინიშნება პა-
ტარა ბერძნული ასოებით a, b, γ, ... .

 
წერტილები აღინიშნება ლათინური დიდი ასოებით A, B, C, … ; წრფეებს აღნიშნავენ 

ერთი პატარა ლათინური ან ორი დიდი ასოთი (AB), (BC) … . 
აქსიომა 1. არსებობს სიბრტყე. არსებობს წერტილები, 

რომლებიც სიბრტყეს ეკუთვნის და წერტილები, რომლე-
ბიც სიბრტყეს არ ეკუთვნის. 

1-ელ ნახაზზე მოცემული A და B წერტილები სიბრტყეს 
ეკუთვნის, ხოლო C წერტილი – არა. მათემატიკური 
სიმბოლოებით ეს ასე ჩაიწერება: A∈a; B∈a; C∉a; 
სიბრტყეზე მდებარე და არამდებარე წერტილთა სიმრავ-
ლე სივრცეს წარმოადგენს.

აქსიომა 2. თუ ორი წერტილი ეკუთვნის სიბრტყეს, 
მაშინ ამ ორ წერტილზე გაივლება ერთადერთი წრფე, 
რომლის ყოველი წერტილი ეკუთვნის ამავე სიბრტყეს. 

a წრფის ყოველი წერტილი ეკუთვნის a სიბრტყეს, 

ნახ. 1

ნახ. 2
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ჩაიწერება ასე: a⊂a და ვამბობთ: „a წრფე მდებარეობს a სიბრტყეში“ ან „a სიბრტყე გადის a 
წრფეზე“. (ნახ. 2)

A∈a და B∈a⇒ AB⊂a.
აქსიომა 3. ერთ წრფეზე არამდებარე სამ წერტილზე 

გაივლება ერთადერთი სიბრტყე. 
ამ აქსიომიდან გამომდინარე, სიბრტყეს სამი დიდი 

ლათინური ასოთიც აღნიშნავენ. (ნახ. 3)
a=(ABC). 

აქსიომა 4. თუ ორ a და b სიბრტყეს (ნახ. 4) გააჩნია საერთო 
K წერტილი, მაშინ ეს სიბრტყეები იკვეთება K წერტილზე 
გამავალ a წრფეზე. სიმრავლეთა თეორიის ენაზე ეს ასე 
ჩაიწერება:

K∈a⋂b⇒K∈a და a=a⋂b.
მოვიყვანოთ მოცემული აქსიომებიდან გამომდინარე 

ზოგიერთი შედეგი:
შედეგი 1. წრფესა და მის გარეთ აღებულ წერტილზე 

გა ივლება ერთადერთი სიბრტყე.
დამტკიცება: ვთქვათ, მოცემულია a წრფე და A წერ-

ტილი (ნახ. 5). a წრფეზე ავიღოთ ორი წერტილი B და 
C. A, B და C წერტილები ერთ წრფეზე არ მდებარეობს. 
მე-3 აქსიომის თანახმად, ამ სამ წერტილზე გაივლება 
ერთადერთი სიბრტყე, ხოლო მე-2 აქსიომის თანახმად, a 
წრფეც ამ სიბრტყეში იქნება.

შედეგი 2. ორ გადამკვეთ წრფეზე გაივლება 
ერთადერთი სიბრტყე.

ვთქვათ, მოცემულია ორი a და b წრფე. (ნახ. 6).
a⋂b=K. ამ წრფეებზე ავიღოთ K-სგან განსხვავებული 

A და B წერტილები ... (დამოუკიდებლად გააგრძელე 
დამ ტკიცება.)

შედეგი 3. ორ პარალელურ წრფეზე გაივლება 
ერთადერთი სიბრტყე. (ნახ. 7) (გამომდინარეობს უშუალოდ 
პარალელურ წრფეთა განმარტებიდან.)

განმარტება: ორ წრფეს ეწოდება პარალელური, თუ ორივე ერთ სიბრტყეში მდებარეობს 
და საერთო წერტილი არ გააჩნიათ. აღინიშნება a||b. 
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b
a b

a b
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შევაჯამოთ: ერთადერთი სიბრტყე გაივლება:
1. ნებისმიერ სამ წერტილზე, რომლებიც ერთ წრფეზე არ მდებარეობს;
2. წრფესა და მის გარეთ მდებარე წერტილზე;
3. ორ გადამკვეთ წრფეზე;
4. ორ პარალელურ წრფეზე.
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უპასუხე კითხვებს:

1. რომელია სტერეომეტრიის ძირითადი ცნებები?
2. რამდენი წრფე გაივლება ორ წერტილზე?
3. რა მდებარეობა უნდა ჰქონდეს სამ წერტილს, რომ შესაძლებელი იყოს მათზე 

ერთზე მეტი სიბრტყის გავლება?
4. რამდენი სიბრტყე გაივლება ერთ წრფეზე არამდებარე სამ წერტილზე?
5. შეიძლება თუ არა წრფესა და მის გარეთ მდებარე წერტილზე სიბრტყის გავლება? 

დადებითი პასუხის შემთხვევაში ახსენი, რამდენი სიბრტყის გავლება შეიძლება?
6. A და B წერტილები ეკუთვნის სიბრტყეს. ამავე სიბრტყეს ეკუთვნის თუ არა მათზე 

გამავალი წრფის სხვა წერტილები?
7. რამდენი სიბრტყის გავლება შეიძლება მოცემულ წრფეზე?
8. რამდენი სიბრტყის გავლება შეიძლება მოცემულ წერტილზე?
9. შესაძლებელია თუ არა, რომ ორ სიბრტყეს ჰქონდეს მხოლოდ ერთი საერთო 

წერტილი?

სავარჯიშოები

1  საკლასო ოთახში კედლები წარმოიდგინე, როგორც სიბრტყეები და აჩვენე:                                  
ა) გადამკვეთი წრფეები; ბ) გადამკვეთი სიბრტყეები; გ) საერთო წერტილის მქონე 
სამი წრფე; დ) არაგადამკვეთი წრფეების წყვილი. 

2  წაიკითხე ნახაზი:

N

M•

α
b

aa)

M , Mα α α⊂ ∉ ∈ = ∅a , b ∩ = N, b, a ∩b . α

α β∩ = a•
a

β

3  დახაზე და ჩაწერე სიმბოლოებით: 
ა)  a სიბრტყე და A წერტილი, რომელიც ეკუთვნის a-ს;
ბ)  a სიბრტყე და B წერტილი, რომელიც არ ეკუთვნის a-ს;
გ)  b სიბრტყე, რომელიც გადის a წრფეზე;
დ)  γ სიბრტყე და b წრფე, რომელიც არ ძევს γ სიბრტყეში;
ე) a და b ორი სიბრტყე იკვეთება c წრფეზე.

4  ნახაზის მიხედვით დაადგინე, რა წრფეზე კვეთენ 
ერთმანეთს A, B, C და A, B, D წერ ტილებზე გამა-
ვალი სიბრტყეები?

D

A • C
B

β

α
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5  მოცემულია P, Q, K, M, N წერტილები. ჩამოთვლილთა-
გან რომელი წერტილები ეკუთვნის: 
ა) (ABC) სიბრტყეს?
ბ) ABCDA1B1C1D1 კუბის BB1 წიბოს?
გ) ABCDA1B1C1D1 კუბის AA1B1B წახნაგს?

6  ნახაზის მიხედვით რომელი გამონათქვამებია ჭეშმა-
რიტი?
ა) T∈(AB1D); ბ) NK⊂(DCC1);
გ) Q∉(ABC); დ) M∈(DCC1);
ე) A, D, K წერტილებზე გაივლება ერთადერთი სიბ-
რტყე;
ვ) A, Q, B1 წერტილებზე გაივლება ერთადერთი სიბ-
რტყე;
ზ) AA1-ზე და CC1-ზე გაივლება ერთადერთი სიბრტყე;
თ) T∈(A1B1C1).

7  გაივლება თუ არა ერთადერთი სიბრტყე ნახაზის მიხედ-
ვით: 
ა) B, D, D1 წერტილებზე?
ბ) A1D და C1D წრფეებზე?
გ) D, B, B1 წერტილებზე?
დ) AA1 წრფესა და K წერტილზე?
ე) B1, K, M წერტილებზე?

8  ისარგებლე ნახაზით და დაასახელე:  
ა) ოთხი წერტილი, რომლებიც ეკუთვნის SAB სიბრტყეს;
ბ) ოთხი წერტილი, რომლებიც ეკუთვნის ABC სიბრტყეს;
გ) სიბრტყე, რომელშიც ძევს MN წრფე;
დ) სიბრტყე, რომელშიც ძევს KM წრფე;
ე) წრფე, რომელზეც გადაიკვეთება ASC და BSC 
სიბრტყეები;
ვ) წრფე, რომელზეც გადაიკვეთება ASC და ABC 
სიბრტყეები.

9  ისარგებლე ნახაზით და დაასახელე:  
ა) ორი სიბრტყე, რომლებიც შეიცავს DE წრფეს;
ბ) ორი სიბრტყე, რომლებიც შეიცავს EF წრფეს;
გ) წრფე, რომელზეც გადაიკვეთება DEF და SBC 
სიბრტყეები;
დ) წრფე, რომელზეც გადაიკვეთება DEF და ACS 
სიბრტყეები;
ე) ორი სიბრტყე, რომელთაც კვეთს BS წრფე;
ვ) ორი სიბრტყე, რომელთაც კვეთს AC წრფე.
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10  შემდეგი გამონათქვამებიდან რომელი გამონათქვამებია ჭეშმარიტი?
ა)  თუ წრეწირის ორი წერტილი ეკუთვნის სიბრტყეს, მაშინ წრეწირის ყველა წერტილი 

ეკუთვნის ამავე სიბრტყეს;
ბ)  თუ წრეწირის სამი წერტილი ეკუთვნის სიბრტყეს, მაშინ წრეწირის ყველა წერტილი 

ეკუთვნის ამავე სიბრტყეს;
გ)  თუ სამკუთხედის ორი წვერო და ჩახაზული წრის ცენტრი ეკუთვნის სიბრტყეს, 

მაშინ სამკუთხედის მესამე წვეროც ეკუთვნის ამავე სიბრტყეს;
დ)  თუ სამკუთხედის ორი წვერო და შემოხაზული წრის ცენტრი ეკუთვნის სიბრტყეს, 

მაშინ სამკუთხედის მესამე წვეროც ეკუთვნის ამავე სიბრტყეს;

11  თავახდილი როიალის სახურავს ერთი საყრდენი ჯოხი აქვს 
შედგმული. სიბრტყის რა თვისების გამო ჩერდება სახურავი 
უძრავად?

12  მოცემულია ABCDA1B1C1D1 კუბი. M წერტილი აღებულია 
C1C წიბოზე. C1M=CM. ააგე B1M და BC წრფის გადაკვეთის 
წერტილი. იპოვე მიღებულ წერ ტილსა და A წვეროს შორის 
მანძილი, თუ კუბის წიბო a სმ-ია.

13  მოცემულია კუბი. M წერტილი აღებულია C1C წიბოზე ისე, რომ C1M:MC=2:3. 
(B1M)⋂(ABC)=N. იპოვე AN მონაკვეთის სიგრძე, თუ კუბის წიბოს სიგრძეა a სმ.

14  a, b და c წრფეები a სიბრტყეს M, K და P წერტილებში 
კვეთენ. a და b წრფეები F წერტილში, ხოლო b და c 
წრფეები D წერტილში იკვეთება. ნახაზის მიხედვით 
გაარკვიე, ძევს თუ არა a, b და c წრფეები ერთ 
სიბრტყეში? 

15  დაამტკიცე, რომ ყველა წრფე, რომლებიც მოცემულ 
ორ გადამკვეთ წრფეს კვეთს და არ გადის მათი კვეთის 
წერტილზე, ერთსა და იმავე სიბრტყეში ძევს.

b

D

M
K

a

α

F c

P

შესაძლებელია თუ არა?

პარალელოგრამის ორი წვერო და დიაგონალების გადაკვეთის წერტილი ეკუთ-
ვნოდეს რაიმე სიბრტყეს, რომელსაც არ ეკუთვნის პარალელოგრამის დანარჩენი ორი 
წვერო?
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4.2  წერტილის, წრფისა და სიბრტყის 
ურთიერთმდებარეობა

წერტილის, წრფისა და სიბრტყის ურთიერთმდებარეობის 
შემთხვევების ანალიზი

როგორ შეიძლება განლაგდნენ სივრცეში ერთმანეთის მიმართ წერტილი, წრფე და სიბ-
რტყე? განვიხილოთ ყველა შემთხვევა:

1. წერტილი და წრფე 
ა) წერტილი მდებარეობს წრფეზე: A∈a (ნახ. 1ა);
ბ) წერტილი არ მდებარეობს წრფეზე: A∉a (ნახ. 1ბ).

2. წერტილი და სიბრტყე 
ა) წერტილი მდებარეობს სიბრტყეზე: A∈a (ნახ. 2);
ბ) წერტილი არ მდებარეობს სიბრტყეზე (ან წერტილი მდებარეობს 

სიბ რტყის გარეთ): B∉a (ნახ. 2).

3. წრფე და წრფე 
ა) წრფეები იკვეთება ერთ წერტილში: a⋂b=K. ასეთ წრფეებს 

ურთიერთმკვეთი წრფეები ეწოდება (ნახ. 3ა);
ბ) წრფეები ერთ სიბრტყეში მდებარეობს და საერთო წერტილი არ 

გააჩნიათ. a⋂b=∅. a⊂a; b⊂a ასეთ წრფეებს პარალელური წრფეები 
ეწოდება და ასე ჩაიწერება: a||b (ნახ. 3ბ);

გ) წრფეები ერთ სიბრტყეში არ მდებარეობს. ასეთ წრფეებს აცდენილი 
წრფეები ეწოდება. აცდენილი წრფეები აღინიშნება „∸“ სიმბოლოთი. a∸b 
ჩანაწერი ნიშნავს, რომ a და b აცდენილი წრფეებია (ნახ. 3გ).

4. წრფე და სიბრტყე
ა) a წრფე კვეთს a სიბრტყეს A წერტილში. a⋂a=A. a წრფეს ეწოდება 

a სიბრტყის მკვეთი წრფე (ნახ. 4ა);
ბ) a წრფესა და a სიბრტყეს საერთო წერტილი არ გააჩნიათ. a⋂b=∅. ამ 

შემთხვევაში წრფესა და სიბრტყეს ურთიერთპარალელური ეწოდება. 
აღინიშნება: a||a (ნახ. 4ბ).

5. სიბრტყე და სიბრტყე
ა) სიბრტყეებს საერთო წერტილი არ გააჩნიათ. a⋂b=∅. ასეთ სიბრტყეებს პარალელური 

სიბრტყეები ეწოდება. აღინიშნება: a||b (ნახ. 5ა); 
ბ) მკვეთი სიბრტყეები. (აქსიომის თანახმად, იკვეთებიან წრფეზე). a⋂b=a (ნახ. 5ბ).

ნახ. 2

ნახ. 3ა

ნახ. 3ბ

ნახ. 3გ

ნახ. 4ა

ნახ. 4ბ

ნახ. 5ა ნახ. 5ბ

ნახ. 1ა ნახ. 1ბ
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განვიხილოთ წრფეთა ურთიერთმდებარეობის შემთხვევები. რამდენი საერთო წერტილი 
შეიძლება ჰქონდეს ორ წრფეს? 

როცა წრფეები ემთხვევა, მაშინ საერთო წერტილთა რაოდენობა უსასრულოა. ამ შემ-
თხვევაში, ფაქტობრივად, გვაქვს ერთი წრფე.

თუ ორ წრფეს აქვს ერთი საერთო წერტილი, მათ მკვეთი წრფეები ვუწოდეთ. მათ 
სხვა გადამკვეთი წერტილი ვერ ექნებათ, რადგან ორ განსხვავებულ წერტილზე გაივლება 
მხოლოდ ერთი წრფე. 

გავიხსენოთ პარალელურ წრფეთა თვისებები: 
ა) წრფის გარეთ აღებულ წერტილზე შეიძლება მოცემული წრფის ერთადერთი პარალე-

ლური წრფის გავლება;
ბ) თუ ორი წრფიდან თითოეული მესამე წრფის პარალელურია, მაშინ ისინი ურთიერთპა-

რალელურია.
ამ თვისებებს პარალელური წრფეები ინარჩუნებენ სივრცეშიც. 

რაც შეეხება აცდენილ წრფეებს, ისინი ერთმანეთის პარალელური ვერ იქნება, რადგან 
ერთ სიბრტყეში არ მდებარეობენ.

გავეცნოთ აცდენილ წრფეთა ნიშანს (დამტკიცების გარეშე). 
თეორემა. თუ b წრფე კვეთს a სიბრტყეს K წერტილში, რომელიც a სიბრტყეში მდებარე 

a წრფეზე არ მდებარეობს, მაშინ a და b აცდენილი წრფეებია.

b K
a
K a

 �
�
�

�
�

�

�
�

�
�
�a∸b

დამტკიცება. დავუშვათ a და b წრფეები არაა აცდენილი. მაშინ ამ წრფეებზე გაივლება 
სიბრტყე. ეს სიბრტყე  a და b წრფესთან ერთად შეიცავს K წერტილს. მაგრამ a წრფის და 
K წერ ტილის შემცველი ერთადერთი სიბრტყეა a. გამოდის, რომ b წრფე a სიბრტყეში 
მდებარეობს, რაც ეწინააღმდეგება თეორემის პირობას.

როგორც პლანიმეტრიიდანაა ცნობილი, ორ გადამკვეთ წრფეს შორის კუთხე გადაკვეთი-
სას მიღებულ კუთხეებს შორის უმცირესს ეწოდება. თუ წრფეები ემთხვევა ან პარალელუ-
რია, მათ შორის კუთხე 0o-ის ტოლადაა მიღებული. წრფეებს შორის კუთხე ϕ-ასოთი აღვნიშ-
ნოთ. თუ ϕ=90o, ასეთ წრფეებს მართობული წრფეები ეწოდება და ვწერთ: a⊥b.

განმარტება. ორ აცდენილ წრფეს შორის კუთხე ეწოდება ამ წრფეების პარალელურ 
ურთიერთგადამკვეთ წრფეებს შორის კუთხეს. 

a1⋂b1=A1 
a1||a 
b1||b
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შესაძლებელია და 
მოსახერხებელი იქნება, 
თუ A1 წერ ტილს ავიღებთ 
a წრფეზე (ნახ. 1ა) ან b 
წრფეზე (ნახ. 1ბ)

ϕ1=ϕ2=ϕ

თუ a1 და b1 წრფეებს შორის კუთხე 90o-ია, ე.ი. a1⊥b1 , მაშინ a და b წრფეებს შორის კუთ-
ხეც 90o-ია და a⊥b. ასეთ წრფეებს აცდენილი მართობული წრფეები ეწოდება.

აცდენილ წრფეებს შორის კუთხე 0o ვერ იქნება. (ახსენი, რატომ?) ასე რომ: 0o<ϕ≤90o.
ორ პარალელურ ან ორ აცდენილ წრფეს შორის მანძილი ეწოდება მათი საერთო მართობის 

სიგრძეს.
ნახაზზე a და b წრფეებს შორის მანძილი 

AB მონაკვეთის სიგრძეა. 

კუბში AA1 და C1D1 აცდენილი წრფეებია. მათი საერთო მართობია 
A1D1 წიბო. ამიტომ, AA1 და C1D1 წრფეებს შორის მანძილია A1D1 
წიბოს სიგრძე.

ამოცანა 1. მოცემულია კუბი. ვიპოვოთ AB1 და CD აცდენილ 
წრფეებს შორის კუთხე.

ამოხსნა. AB||CD (ახსენი, რატომ?) განმარტების თანახმად, 
საძებნი კუთხე ტოლი იქნება ∠B1AB-სი. ეს კი 45o-ის ტოლია. 
(ახსენი, რატომ?)

უპასუხე კითხვებს:

1. რამდენი საერთო წერტილი შეიძლება ჰქონდეს ორ წრფეს?
2. შეიძლება, რომ ორ წრფეს ჰქონდეს მხოლოდ ორი საერთო წერტილი?
3. რა შემთხვევაში ეწოდება წრფეს სიბრტყის პარალელური?
4. რომელია მართებული გამონათქვამი? თუ ორ წრფეს საერთო წერტილი არ 

გააჩნია, მაშინ ისინი: ა) პარალელურია; ბ) აცდენილია; გ) ან პარალელურია ან 
აცდენილი.

5. როგორ წრფეებს ეწოდება პარალელური?
6. როგორ წრფეებს ეწოდება აცდენილი? 
7. რაში მდგომარეობს აცდენილ წრფეთა ნიშანი?
8. რას ეწოდება წრფეებს შორის კუთხე?
9. რას ეწოდება მართობული წრფეები?
10. რას ეწოდება აცდენილ წრფეებს შორის კუთხე? მანძილი?

ნახ. 1ა ნახ. 1ბ
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სავარჯიშოები

1  რამდენი სიბრტყე გაივლება ორ წერტილზე?
ა) ორი; ბ) უამრავი; გ) არცერთი; დ) ერთი.

2  თუ a და b აცდენილი წრფეებია. მაშინ ისინი:
ა) ერთ სიბრტყეში მდებარეობენ; ბ) იკვეთებიან;
გ) ერთ სიბრტყეში არ მდებარეობენ; დ) პარალელურია.

3  თუ a და b წრფე იკვეთება, მაშინ:
ა) a და b წრფეზე არ გაივლება სიბრტყე;
ბ) a და b წრფეზე გაივლება ორი სიბრტყე;
გ) a და b წრფეზე გაივლება უამრავი სიბრტყე;
დ) a და b წრფეზე გაივლება ერთადერთი სიბრტყე.

4  თუ A∈a და B∈a, მაშინ:
ა) AB წრფე კვეთს a სიბრტყეს;
ბ) AB ძევს a სიბრტყეზე;
გ) AB წრფე a სიბრტყის პარალელურია;
დ) AB წრფეზე არ გაივლება სიბრტყე.

5  საკლასო ოთახში მონახე აცდენილ წრფეთა წყვილები და მიუთითე მათ შორის მან-
ძილი.

6  ქვემოთ მოცემული გამონათქვამებიდან რომელია ჭეშმარიტი? მცდარი გამონათ-
ქვამის შემთხვევაში მოიყვანე კონტრმაგალითი. 

ა) 
a b
b c

a c
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� ; ბ) 
a b
b c

a c
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� � ; გ) 
a b
b c
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7  ორი წრფე გადაკვეთილია მესამე წრფით. რამდენი სიბრტყე გაივლება ამ სამ წრფეზე? 
განიხილე ორი განსხვავებული შემთხვევა.

8  ქვემოთ მოცემული ორი გამონათქვამიდან რომელია ჭეშმარიტი? 
ა) თუ წრფე სიბრტყის პარალელურია, მაშინ ეს წრფე ამ სიბრტყეში მდებარე 
არცერთ წრფესთან არ იკვეთება;
ბ) თუ წრფე სიბრტყის პარალელურია, მაშინ ეს წრფე ამ სიბრტყეში მდებარე 
ყველა წრფის პარალელურია.

9  მოცემულია კუბი. იპოვე კუთხე შემდეგ წრფეებს შორის:
ა) AB და BC;
ბ) AB და CD;
გ) AB და A1B1;
დ) AB და CC1;
ე) AB1 და C1C.
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10  მოცემულია კუბი.
ა) იპოვე კუთხე MN წრფესა და AB წრფეს შორის. M 
და N, შესაბამისად, CC1 და CD წიბოების შუაწერ-
ტილებია.
ბ) იპოვე MN მონაკვეთის სიგრძე, თუ კუბის წიბოა 
a სმ.

11  ABCDA1B1C1D1 კუბის A1, C1 და D წვეროებზე გავლებუ-
ლია α სიბრტყე. შეასრულე შესაბამისი ნახაზი და მიუთითე შემდეგი ფიგურები: 
ა) a⋂(DCC1); 
ბ) a⋂(A1B1C1); 
გ) a⋂(AA1D1); 
დ) a⋂კუბთან. 
იპოვე α სიბრტყის კუბთან თანაკვეთით მიღებული ფიგურის პერიმეტრი და 
ფართობი, თუ კუბის წიბოა a სმ.

12  სკიდან სამი ფუტკარი ამოფრინდა. რა არის ალბათობა იმისა, რომ 10 წუთის შემდეგ 
სამივე ფუტკარი ერთ სიბრტყეში იქნება?

13  გარკვიე, ჭეშმარიტია თუ არა  გამონათქვამი: „თუ AB და CD აცდენილი წრფეებია, 
მაშინ  აცდენილია AC და BD წრფეებიც“.

14  მოცემული ოთხი წერტილიდან ყოველ ორზე გავლებულია წრფე. აცდენილ წრფეთა 
რამდენი წყვილია მიღებული, თუ ცნობილია, რომ მოცემული წერტილები ერთ სიბ-
რტყეში არ მდებარეობენ.

15  დახაზე a წრფე და მის გარეთ A წერტილი. ააგე A წერტილზე გამავალი წრფე, 
რომელიც a წრფესთან ადგენს: ა) მართ კუთხეს; ბ) 60°-იან კუთხეს; გ) 45°-იან კუთხეს.

შესაძლებელია თუ არა?

აბა, სცადე!

 ორი აცდენილი წრფიდან თითოეული მესამე წრფის პარალელური იყოს? 

სიბრტყეზე მოცემულია წრეწირი. მასზე მონიშნულია რამდენიმე წერტილი. სიბ-
რტყის გარეთ აღებული წერტილიდან მონიშნულ წერტილებზე გავლებულია სხივები. 
ყოველ ორ სხივზე გავლებულია სიბრტყე. სიბრტყეთა რაოდენობა აღმოჩნდა 45. იპო-
ვეთ მონიშნულ წერტილთა რაოდენობა.
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4.3 წრფისა და სიბრტყის პარალელობა 

წრფისა და სიბრტყის პარალელობის ნიშნების დადგენა 

წრფისა და სიბრტყის ურთიერთმდებარეობის ერთ-ერთი შემთხვევაა, როცა წრფესა და 
სიბრტყეს საერთო წერტილი არ აქვთ.

განმარტება. წრფესა და სიბრტყეს პარალელური ეწო-
დება, თუ მათ საერთო წერტილი არ გააჩნიათ. 

a წრფისა და a სიბრტყის პარალელობას a||a ან a||a ჩანა-
წერით აღნიშნავენ: a⋂a=∅⇔a||a.

თეორემა 1. (წრფისა და სიბრტყის პარალელობის ნიშანი)
თუ a სიბრტყეზე არამდებარე a წრფე ამ სიბრტყეში მდე-

ბარე რომელიმე b წრფის პარალელურია, მაშინ a წრფე a სიბ-
რტყის პარალელურია.

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო: ვთქვათ, a წრფე 
კვეთს a-ს რაიმე A წერტილში. A წერტილი ვერ იქნება b წრფეზე, რადგან a||b (a⋂b=∅). გა-
მოდის, რომ a და b წრფეები აცდენილი წრფეებია (აცდენილი წრფეების ნიშნის თანახმად). 
ეს კი ეწინააღმდეგება პირობას, რომ a||b. თეორემა დამტკიცებულია.

თეორემა 2. თუ b სიბრტყე გადის a სიბრტყის პარალელურ a წრფეზე და კვეთს a სიბ-
რტყეს b წრფეზე, მაშინ a და b წრფეები პარალელურია.

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო: ვთქვათ, a წრფე 
კვეთს b წრფეს რაიმე A წერტილში, a⋂b=A. რადგან A∈b, b კი 
მდებარეობს a სიბრტყეში, გამოდის, რომ A∈a; მივიღეთ A∈a 
და A∈a, ე.ი. a წრფეს და a სიბრტყეს აქვთ საერთო წერტილი, 
რაც ეწინააღმდეგება პირობას.

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს შედეგი (დაამტკიცე და-
მოუკიდებლად):

თუ ორი პარალელური წრფიდან თითოეულზე გავ ლებულია სიბრტყე ისე, რომ ეს სიბ-
რტყეები იკვეთება, მაშინ გადაკვეთის წრფე მოცემული წრფეების პარალელურია.
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უპასუხე კითხვებს:

1. როდის ეწოდება წრფეს და სიბრტყეს პარალელური?
2. რაში მდგომარეობს წრფისა და სიბრტყის პარალელობის ნიშანი?
3. როგორ მოძებნი სიბრტყის პარალელური წრფის ამავე  სიბრტყეზე მდებარე 

პარალელურ წრფეს? რამდენი ასეთი წრფე არსებობს?
4. თუ ორი წრფე ერთი და იმავე სიბრტყის პარალელურია, მაშინ ეს წრფეები იქნება 

თუ არა ურთიერთპარალელური?
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სავარჯიშოები

1  დახაზე a სიბრტყე და მისი პარალელური a წრფე. a სიბრტყეზე დახაზე ერთი a-ს 
პარალელური და ერთი a-სთან აცდენილი წრფე. 

2  a სიბრტყე გადის ABCD მართკუთხედის AD 
გვერ დზე და B∉a. დაამტკიცე, რომ BC||a (ნახ.1).

3  a სიბრტყე გადის ABC სამკუთხედის AB გვერ დზე. 
C∉a. შეიძლება თუ არა AC და BC გვერდების 
შუაწერტილებზე გამავალმა წრფემ a სიბრტყე 
გადაკვეთოს?

4  a სიბრტყე გადის ABC სამკუთხედის AC და BC გვერდების M და N შუაწერტილებზე. 
ა) დაამტკიცე, რომ AB||a; ბ) იპოვე AB, თუ MN=4 სმ.

5  მე-2 ნახაზის მიხედვით ქვემოთ მოცემული რომელი 
გამონათქვამია მცდარი? 

ა) AB||(CDC1);  ბ) AB||(A1B1C1);
გ) AB||(ABB1);  დ) (ABC)||B1C1;
ე) (ABC)||A1B1

6  მე-3 ნახაზზე მოცემულია ABCD პარალელოგრამი და 
ABK სამკუთხედი. K∉(ABC). M და N წერტილები BK და 
AK გვერდების შუაწერტილებია.
ა) დაამტკიცე, რომ MN||(ABC);
ბ) იპოვე MN, თუ CD=10სმ.

7  a სიბრტყე გადის ABCD ოთხკუთხედის AD გვერდზე. 
B∉a. ∠BCA=∠DAC. დაამტკიცე, რომ BC||a.

8  პარაგრაფის 1-ელ და მე-2 თეორემებზე დაყრდნობით ჩამოაყალიბე წრფისა და სიბ-
რტყის პარალელურობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა.

9  მოცემულია პირამიდა. M, N , K და P წერტილები 
შესაბამისად, AD, DC, AB და BC წიბოების შუა 
წერტილებია. 
ა) დაამტკიცე, რომ MN||AC;
ბ) დაამტკიცე, რომ ამ წერტილების შეერთებით 
მიღებული ოთხკუთხედი პარალელოგრამია;
გ) გამოთვალე პარალელოგრამის პერიმეტრი, თუ 
AC=12სმ და DB=8სმ.

10  სამკუთხა პირამიდაში ყველა წიბო a სმ-ის ტოლია, 
DN:NC=3:1, KD=AK, DN>NC.
ა) გადაკვეთს თუ არა KN წრფე ABC სიბრტყეს?
ბ) ააგე გადაკვეთის წერტილი KN⋂(ABC);
გ)  იპოვე მანძილი ამ გადაკვეთის წერტილიდან A წვერომდე;
დ)  იპოვე მანძილი გადაკვეთის წერტილიდან AB წიბოს შუაწერტილამდე.

ნახ. 1

ნახ. 2

ნახ. 3
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ტესტი თვითშემოწმებისათვის №7.

1  ქვემოთ მოცემული რომელი დებულებაა მცდარი?
ა) ორ პარალელურ წრფეზე გაივლება ერთადერთი სიბრტყე;
ბ) წრფესა და მასზე არამდებარე წერტილზე გაივლება ერთადერთი სიბრტყე;
გ) წრფესა და მასზე მდებარე წერტილზე გაივლება ერთადერთი სიბრტყე;
დ) ორ გადამკვეთ წრფეზე გაივლება ერთადერთი სიბრტყე.

2  რომელ სიბრტყეს ეკუთვნის K წერტილი?
ა) (A1B1C1); ბ) (D1DC);
გ) (B1BC); დ) (A1AD). 

3  რამდენი სიბრტყე გაივლება ორ განსხვავებულ წრფეზე?
ა) არ გაივლება; ბ) უამრავი;
გ) მხოლოდ ერთი; დ) ერთი ან არცერთი.

4  ნახაზზე მოცემულია წერტილებისა და წრფეების განლა-
გება სივრცეში. ეს განლაგება ჩაწერილია მათემატიკური 
სიმბოლოებით. რომელი ჩანაწერია არასწორი?
ა) A∈a;   გ) CD⊂a;
ბ) AB⋂CD=∅;  დ) D∉a.

5  მოცემულია სამი წერტილი: A, B, C. AB=3 სმ, BC=4 სმ, AC=7 სმ. რამდენი სიბ-
რტყე გაივლება ამ სამ წერტილზე?
ა) ერთი; ბ) უამრავი; გ) არცერთი; დ) შეუძლებელია დადგენა.

6  კუბში AA1 წიბოს აცდენილ წიბოთა რაოდენობა რამდენით მეტია მის პარალე-
ლურ წიბოთა რაოდენობაზე?
ა) 1-ით;  ბ) 2-ით; გ) 3-ით; დ) 4-ით.

7  მოცემულია ABCDA1B1C1D1 კუბი. გაავლე სიბრტყე BB1 და DD1 წიბოებზე. იპოვე 
კვეთაში მიღებული ფიგურის პერიმეტრი, თუ კუბის წიბოა a.

8  მოცემულ პირამიდაში K და M წერტილები წიბოების 
შუაწერტილებია. ააგე BM-ზე და MK-ზე გამავალი 
კვეთა და იპოვე მიღებული კვეთის პერიმეტ რი, თუ 
ყველა წიბოს სიგრძეა a სმ.
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4.4 სიბრტყეების პარალელურობა

პარალელურ სიბრტყეთა ნიშნებისა და თვისებების გაცნობა

როგორც 2.1 პარაგრაფში აღვნიშნეთ, გვაქვს სიბრტყეების ურთიერთმდებარეობის სამი 
შემთხვევა: 

1. სიბრტყეები ერთმანეთს ემთხვევა (ფაქტობრივად, გვაქვს ერთი სიბრტყე);
2. სიბრტყეებს საერთო წერტილი არ გააჩნია;
3. სიბრტყეები იკვეთება.
განმარტება. ორ სიბრტყეს პარალელური ეწოდება, თუ მათ სა-

ერთო წერტილი არ გააჩნია. a⋂b=∅.⇔a||b.
თეორემა 1. (ორი სიბრტყის პარალელობის ნიშანი): თუ ერთი სიბ-

რტყე მეორე სიბრტყეში მდებარე ორი გადამკვეთი წრფის პარალე-
ლურია, მაშინ ეს სიბრტყეები პარალელურია.

დამტკიცება. მოცემულია a და b სიბრტყეები. a და b სიბრ ტყეში მდებარე გადამკვეთი 
წრფე ებია: a⋂b=K, ამასთან, a||a და a||b. უნდა დავამტკიცოთ, რომ a||b.

დავუშვათ საწინააღმდეგო, რომ a და b არ არის პარალე-
ლური და ერთმანეთს კვეთს რაიმე c წრფეზე. წინა პარაგრაფის 
მე-2 თეორემის თანახმად, რადგან b გადის a-ს პარალელურ a 
წრფეზე, გადაკვეთის c წრფე a წრფის პარალელურია. ანალოგი-
ურად, c||b. გამოდის, რომ K წერტილზე გაუვლია c-სადმი ორ პა-
რალელურ წრფეს, a-ს და b-ს, რაც ეწინააღმდეგება პარალელო-
ბის აქსიომას. თეორემა დამტკიცებულია.

თეორემა 2. თუ ორი პარალელური სიბრტყე გადაკვეთილია მესამე სიბრტყით, მაშინ გა-
დაკვეთისას მიღებული წრფეები პარალელურია. 

დამტკიცება. მოცემულია: a||b. γ⋂a=a; γ⋂b=b. 
უნდა დავამტკიცოთ, რომ a||b;
a და b წრფეები γ სიბრტყეშია. მათ რომ ერთმანეთი გა-

დაეკვეთათ რაიმე K წერტილში, ეს K წერტილი ერთდროუ-
ლად აღმოჩნდებოდა როგორც a, ისე b სიბრტყეში, ეს კი ეწი-
ნააღმდეგება პირობას, რომ a||b. თეორემა დამტკიცებულია.

თეორემა 3. ორ პარალელურ სიბრტყეს შორის მოთავსე-
ბული პარალელური წრფეების მონაკვეთები ტოლია.

მოცემულია: a||b; a||b; გადაკვეთის წერტილები A, B, A1, B1;
უნდა დავამტკიცოთ, რომ AA1=BB1;
დამტკიცება. a||b გავავლოთ მათზე სიბრტყე. ეს სიბრტყე a 

და b სიბრტყეებს გადაკვეთს AB და A1B1 წრფეებზე.
თეორემა 2-ის თანახმად AB|| A1B1. თუ გავითვალის წინებთ, 

რომ a||b, მაშინ AA1B1B მიღებული ოთხკუთხედი პარალელოგ-
რამია. პარალელოგრამის მოპირდაპირე გვერდები ტოლია, 
ამიტომ AA1=BB1. თეორემა დამტკიცებულია.
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უპასუხე კითხვებს:

1. რა შემთხვევაში ეწოდება ორ სიბრტყეს პარალელური?

2. რაში მდგომარეობს სიბრტყეების პარალელობის ნიშანი?

3. თუ ორი პარალელური სიბრტყე გადაკვეთილია მესამე სიბრტყით, რა შეიძლება 
ითქვას გადაკვეთისას მიღებული წრფეების შესახებ?

4. პარალელური სიბრტყეები გადაკვეთილია პარალელური წრფეებით. ტოლია თუ 
არა ამ სიბრტყეებს შორის მოთავსებულ პარალელურ წრფეთა მონაკვეთები?

5. მართებულია თუ არა ჩანაწერი: „a||b და b||γ⇒a||γ“?
6. რამდენ ნაწილად დაიყოფა სივრცე სამი პარალელური სიბრტყით?

სავარჯიშოები

1  a სიბრტყე გადის b სიბრტყის პარალელურ a წრფეზე. რა შეიძლება ითქვას a და b 
სიბრტყეთა შესახებ?
ა) a აუცილებლად კვეთს b-ს; ბ) a||b;
გ) a არ შეიძლება იყოს b-ს პარალელური;
დ) a შეიძლება კვეთდეს b-ს.

2  სიბრტყის გარეთ აღებულ წერტილზე მოცემული სიბრტყის რამდენი პარალე-
ლური სიბრტყე გაივლება?
ა) ერთადერთი; ბ) არცერთი;  გ) ორი; დ) უამრავი.

3  სიბრტყის პარალელურ წრფეზე გაივლება მოცემული სიბრტყის პარალელური:
ა) უამრავი სიბრტყე;  ბ) არ გაივლება სიბრტყე;
გ) მხოლოდ ერთი სიბრტყე; დ) ორი სიბრტყე.

4  გაარკვიე, ჭეშმარიტია თუ არა გამონათქვამი: „თუ ორი სიბრტყე პარალელურია, 
მაშინ ერთ-ერთ სიბრტყეში მდებარე ნებისმიერი წრფე მეორე სიბრტყის პარალე-
ლურია“. (პასუხი დაასაბუთე.)

5  პარალელურ წახნაგთა რამდენი წყვილი აქვს კუბს?
ა) ერთი; ბ) ორი; გ) სამი; დ) ოთხი.

6  დაამტკიცე, რომ კუბის მოპირდაპირე წახნაგების გადამკვეთი სიბრტყე წახნაგე-
ბიდან მოკვეთს პარალელურ მონაკვეთებს.

7  მოცემულია ABCDA1B1C1D1 კუბი. დაამტკიცე, რომ AB1 და 
DC1 დიაგონალები პარალელურია. 

8  მოცემულია ABCDA1B1C1D1 კუბი. დაამტკიცე, რომ 
(AB1D1)||(BDC1). იპოვე AB1D1 და C1BD სამკუთხედების 
ფარ თობები, თუ წიბოს სიგრძეა 6 სმ.

მართებულია სიბრტყეთა კიდევ ორი თვისება: 
•  სიბრტყის გარეთ აღებულ წერტილზე გაივლება მოცემული სიბრტყის პარალელური 

ერთადერთი სიბრტყე.
•  თუ მოცემული ორი სიბრტყიდან თითოეული მესამე სიბრტყის პარალელურია, მაშინ 

მოცემული ორი სიბრტყე პარალელურია.
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9  1-ელ ნახაზზე a||b, AB⊂a, A1B1⊂b, AB1 და A1B წრფეები 
O წერტილში კვეთენ ერთმანეთს. იპოვე OB და A1B1.

10  დაამტკიცე, რომ თუ ერთ სიბრტყეში მდებარე ორი 
გადამკვეთი წრფე პარალელურია მეორე სიბრტყეში 
მდებარე ორი გადამკვეთი წრფის, მაშინ ეს სიბრტყე-
ები პარალელურია.

11  მე-2 ნახაზზე AA1||BB1||CC1, AA1=BB1=CC1. დაამტკიცე, 
რომ ABC და A1B1C1 სამკუთხედები ტოლია.

12  მე-3 ნახაზზე D წერტილი (ABC) სიბრტყის გარეთაა აღე-
ბული. ნახაზის მიხედვით დაამტკიცე, რომ (ABC)||(A1B1C1).

13  DABC პირამიდის ფუძეა ABC მართკუთხა სამკუთხედი, 

რომლის AB ჰიპოტენუზაა 25 სმ და sin� �A 3
5

. DC წიბოზე 

აღებულია M წერ ტილი ისე, რომ 
DM
MC

=
2
3

 და მასზე 

გავლებულია (ABC) სიბრტყის პარალელური სიბრტყე. იპოვე 
კვეთაში მიღებული სამკუთედის: ა) პერიმეტრი;  ბ) ფართობი;

14  მოცემულია ABCDA1B1C1D1 მართკუთხა პარალელეპიპედი, 
რომლის AD=12 სმ, CD=5 სმ, CC1=6 სმ. A1B1 წიბოზე 
აღებულია M წერტილი ისე, რომ A1M:MB1=5:8 და მასზე 
გატარებულია (BB1D1) სიბრტყის პარალელური სიბრტყე. 
იპოვე კვეთაში მიღებული ოთხკუთხედის პერიმეტრი.

15  მოცემულია DABC პირამიდა. მისი ABC ფუძის პერიმეტრია 20 სმ. AD წიბოზე 
აღებულია ორი M და N წერტილი ისე, რომ AM:MN:ND=3:2:1; ამ წერტილებზე 
გავ ლებულია ფუძის პარალელური სიბრტყეები. 
იპოვე:
ა) კვეთაში მიღებული სამკუთხედების პერიმეტრი.
ბ) კვეთაში მიღებული სამკუთხედების ფართობთა შეფარდება.

აბა, სცადე! 

შეადგინე ოთხი ტოლი სამკუთხედი ასანთის 6 ღერით.

A αB

β
1A 1B

3

4 5

4

O

ნახ. 1

A

A1
B1

C

C1

B

ნახ. 2

A1

B1

C1

A

C

B

D

ნახ. 3
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4.5 პარალელური დაგეგმილება სიბრტყეზე და მისი 
თვისებები

სიბრტყეზე სივრცითი ფიგურის გამოსახვის მეთოდების 
განხილვა

როგორც აღვნიშნეთ, სივრცითი ფიგურის ყველა წერტილი ერთ სიბრტყეზე არ მდება-
რეობს. მის ნახაზს თუ ნახატს ვასრულებთ ფურცელზე. ფურცლის ზედაპირი მხოლოდ სიბ-
რტყის ნაწილის მოდელია.

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, სივრცითი ფიგურა „გადაგვაქვს“ სიბრტყეზე, რომელიც შე-
ესაბამება ჩვენს მხედველობით აღქმას.

სიბრტყეზე სივრცითი ფიგურების გამოსახვის ერთ-ერთი 
ხერხი არის პარალელური დაგეგმილება.

ვთქვათ, მოცემულია a სიბრტყე და მისი გადამკვეთი a 
წრფე. a⋂a=A

ავიღოთ სიბრტყის გარეთ რაიმე B წერტილი და გავავლოთ 
მასზე a წრფის პარალელური b წრფე. B1=a⋂b.

B1 წერტილს ეწოდება B წერტილის გეგმილი a წრფის მი-
მართ a სიბრტყეზე. აღინიშნება: გეგaB=B1.

თუ მოცემული გვაქვს რაიმე F ფიგურა და ასეთი წესით ავაგებთ მისი ყოველი წერტი-
ლის გეგმილს, მივიღებთ F1 ფიგურას, რომელსაც F ფიგურის გეგმილი ეწოდება და იწერება: 
გეგaF=F1. F1 არის F ფიგურის გამოსახულება a სიბრტყეზე.

თუ B წერტილი ძევს a სიბრტყეზე, მაშინ მისი გეგმილი თვითონ B წერტილია.
თუ ვაგეგმილებთ a წრფის პარალელურ მონაკვეთს, მაშინ მისი გეგმილი იქნება წერტილი. 

ასეთ დაგეგმილებას არ განვიხილავთ.
პარალელურ დაგეგმილებას აქვს შემდეგი თვისებები (მოგვყავს დამტკიცების გარეშე):
1. წრფის გეგმილი წრფეა.

AB||a
გეგaAB=A1B1.

 AB∦a. 
გეგaAB=A1B1.

2. პარალელურ წრფეთა გეგმილები პარალელურია.

გეგaa=a1, გეგab=b1,
a||b⇒a1||b1

ამ თვისებიდან გამომდინარეობს, რომ ფიგურის პარალელური მონაკვეთების გეგმილები 
პარალელური მონაკვეთებია.
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3. ერთ წრფეზე აღებული მონაკვეთების ან 
პარალელური წრფეების მონაკვეთების შეფარდება მათი 
გეგმილების შეფარდების ტოლია.

ამ თვისებიდან გამომდინარეობს, რომ მონაკვეთის შუა 
 წერტილი მისი გეგმილის შუა წერტილზე გეგმილდება. 
AB=BC⇒A1B1=B1C1.

საზოგადოდ, პარალელური დაგეგმილებისას მონაკვეთის 
სიგრძე და კუთხის სიდიდე იცვლება.

შენიშვნა 1: ტრაპეციის გამოსახვისას უნდა შენარჩუნდეს ფუძეების შეფარდება.
შენიშვნა 2: მართი კუთხის მქონე ფიგურა უნდა გამოვსახოთ მართი კუთხის მინიშნებით, 

ხოლო ტოლი გვერდების მქონე ფიგურა – ტოლი გვერდების მინიშნებით.
დასკვნა: პარალელური დაგეგმილებისას ნარჩუნდება:
1. პარალელურობა.
2. პარალელური მონაკვეთების სიგრძეთა შეფარდება.
საზოგადოდ არ ნარჩუნდება: 1. მონაკვეთის სიგრძე, 2. კუთხის ზომა.
პარალელურ დაგეგმილებას, როცა a⊥a, სადაც a არის წრფე, რომლის მიხედვითაც 

ვაგეგმილებთ, ხოლო α – სიბრტყე, რომელზეც ვაგეგმილებთ, ეწოდება მართობული, ანუ 
ორთოგონალური დაგეგმილება. რას ნიშნავს, წრფე სიბრტყის მართობულია? – ამასთან 
დაკავშირებულ საკითხებს გავეცნობით შემდეგ პარაგრაფში.

AB
BC

A B
B C

= 1 1

1 1

უპასუხე კითხვებს:

1. რას ეწოდება წერტილის (ფიგურის) გეგმილი?
2. რა ძირითადი თვისებებით ხასიათდება პარალელური დაგეგმილება?
3. რა არის ორთოგონალური დაგეგმილება?
4. რას წარმოადგენს წრფის გეგმილი? მონაკვეთის?
5. a||b. შეიძლება, რომ მათი გეგმილები იკვეთებოდეს? 
6. თუ a და b წრფეები იკვეთება, შეიძლება რომ მათი გეგმილები პარალელური 

იყოს?
7. შეიძლება, რომ ტრაპეციის გეგმილი იყოს პარალელოგრამი?
8. შეიძლება, რომ მართკუთხედის გეგმილი იყოს: ა) პარალელოგრამი? ბ) ტრაპეცია?
9. შესაძლებელია, რომ სამკუთხედის გეგმილი ამ სამკუთხედის ტოლი იყოს? პასუხი 

დაასაბუთე.

სავარჯიშოები

1  პარალელური დაგეგმილებისას სამკუთხედის მედიანის გამოსახულება აუცილებლად 
იქნება: 
ა) სიმაღლე; 
ბ) ბისექტრისა; 
გ) მედიანა;
დ) შუახაზი.
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აბა, სცადე! 

მართკუთხა სამკუთხედის კათეტებია 3 სმ და 6 სმ. ააგე ამ სამკუთხედისა და 
ჰიპოტენუზისადმი გავლებული მედიანის, ბისექტრისისა და სიმაღლის პარალელური 
დაგეგმილებით მიღებული გამოსახულებები.

2  პარალელური დაგეგმილებისას სამკუთხედის შუახაზის გამოსახულება აუცილებ-
ლად იქნება: 
ა) მედიანა; 
ბ) გვერდის პარალელური ნებისმიერი მონაკვეთი;
გ) ბისექტრისა; 
დ) შუახაზი.

3  პარალელური დაგეგმილებისას ორი გადამკვეთი წრფის გამოსახულება იქნება: 
ა) პარალელური წრფეები; 
გ) ერთი წრფე;
ბ) აცდენილი წრფეები; 
დ) გადამკვეთი წრფეები.

4  პარალელური დაგეგმილებისას კვადრატის გამოსახულება არ შეიძლება იყოს:
ა) ტრაპეცია; 
ბ) კვადრატი; 
გ) რომბი; 
დ) პარალელოგრამი.

5  ააგე ტოლფერდა სამკუთხედისა და მისი ფუძისადმი გავლებული ბისექტრისის 
პარალელური დაგეგმილებით მიღებული გამოსახულება. 

6  ააგე ტოლფერდა ტრაპეციისა და მისი სიმაღლის პარალელური დაგეგმილებით 
მიღებული გამოსახულება. 

7  ააგე წესიერი ექვსკუთხედის პარალელური დაგეგმილებით მიღებული გამოსახუ-
ლება.

8  მართკუთხა სამკუთხედის კათეტებია 12 სმ და 16 სმ. გამოთვალე: ა) კათეტების 
გეგმილები ჰიპოტენუზაზე; ბ) ჰიპოტენუზაზე დაშვებული სიმაღლე.

9  ABC სამკუთხედში CK სიმაღლეა. AK=4 სმ, BK=9 სმ, ∠ACK=∠ABC. გამოთვალე 
ABC სამკუთხედის ა) პერიმეტრი; ბ) ფართობი.DO N
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ტესტი თვითშემოწმებისათვის №8

1  მოცემულია ABC სამკუთხედი და a სიბრტყე, ამასთან AB||a, BC||a. რომელი დასკვნა 
არ გამომდინარეობს ამ მონაცემებიდან?
ა) AC||a;    ბ) (ABC)||a;   
გ) თუ MN წრფე კვეთს ABC სამკუთხედს, მაშინ MN წრფე კვეთს a სიბრტყეს;
დ) თუ MN წრფე კვეთს a სიბრტყეს, მაშინ MN წრფე კვეთს ABC სამკუთხედს.

 2  მოცემულია ABCD პარალელოგრამი და a სიბრტყე, ამასთან AB||a. რომელი დასკვნა 
გამომდინარეობს ამ მონაცემებიდან?
ა) CD||a; ბ) BC||a; გ) AC||a;       დ) BD||a.   

3  მოცემულია a და b პარალელური სიბრტყეები და a და b წეფეები, ამასთან a⊂a, b⊂b. 
რომელი დასკვნა გამომდინარეობს ამ მონაცემებიდან?
ა) a||b; ბ) a b



− ; გ) a b=∅; დ) a b=a b.  

4  პარალელურ წახნაგთა რამდენი წყვილი აქვს მართკუთხა პარალელოპიპედს?
ა) ერთი; ბ) ორი; გ) სამი; დ) ოთხი. 

5  ტრაპეციის ფუძეებია 4 სმ და 8 სმ. პარალელური დაგეგმილებისას მისი გამო სახუ-
ლება შეიძლება იყოს:
ა) პარალელოგრამი; 
ბ) ტრაპეცია, რომლის ფუძეებია 7 სმ და 14 სმ;
გ) ტრაპეცია, რომლის ფუძეებია 10 სმ და 15 სმ; 
დ) რომბი.

6  მოცემულია პირამიდა. B წვეროზე, DA წიბოსა და AC 
წიბოს შუაწერტილებზე გადის (BMK) სიბრტყე. რომელი 
არაა მართებული?
ა) MK||CD;   ბ) MK||BC; 
გ) MK||(BCD);   დ) CD||(BMK).

7  DABC პირამიდის AD წიბოს M შუაწერტილზე გავლებულია ABC ფუძის პარალე-
ლური a სიბრტყე. გამოთვალე კვეთაში მიღებული სამკუთხედის პერიმეტრი, თუ 
∆ABC-ს პერიმეტრია 40 სმ.

8  მოცემულია კუბი. B1C1 და C1D1 წიბოებზე აღებულია 
M და N შუაწერტილები. BD-სა და MN-ზე გავლებულია 
სიბრტყე. განსაზღვრე მიღებული BMND ოთხკუთ-
ხედის სახე და იპოვე მისი პერიმეტრი, თუ AB=7 2 .
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4.6  წრფისა და სიბრტყის მართობულობა, სიბრტყისადმი 
მართობი და დახრილი, კუთხე წრფესა და სიბრტყეს 
შორის. სამი მართობის თეორემა

წრფისა და სიბრტყის ურთიერთმდებარეობის შემთხვევების 
განხილვა; სამი მართობის თეორემის დამტკიცება და 
ამოცანების ამოსახსნელად გამოყენება

a წრფეს ეწოდება a სიბრტყის მართობული, თუ a 
წრფე მართობულია a სიბრტყეში მდებარე ყველა წრფისა 
(ნახ.1).

აღინიშნება ასე: a⊥a
თეორემა 1. (წრფისა და სიბრტყის მართობულობის 

ნიშანი) თუ სიბრტყის გადამკვეთი წრფე ამ სიბრტყეში 
მდებარე ორი ურთიერთგადამკვეთი წრფიდან თითოეულის 
მართობულია, მაშინ იგი სიბრტყის მართობულია.

მოცემულია: a⊥b, a⊥c, b⊂a, c⊂a, b⋂c=0.
უ.დ. a⊥a.
დამტკიცება. საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ a სიბრტყეში 

მდებარე ნებისმიერი d წრფე a წრფის მართობულია. 
ამასთან, ზოგადობის შეუზღუდავად ჩავთვალოთ, რომ a 
და d წრფეები b და c წრფეების გადაკვეთის O წერტილზეა 
გავლებული (ნახ. 2).

გავავლოთ რაიმე წრფე, რომელიც გადაკვეთს b, d, და c წრფეებს შესაბამისად A, D, და B 
წერტილებში. ავიღოთ M წერტილი a წრფეზე და OM სხივის დამატებით სხივზე გადავდოთ 
OM1=OM მონაკვეთი. შევაერთოთ M და M1 წერტილები A, B და D წერტილებთან.

OA არის MM1-ის შუამართობი, ამიტომ AM1=AM. ანალოგიურად MB=M1B.  სამკუთხედების 
ტოლობის მესამე ნიშნით ∆MAB=∆M1AB. აქედან გამომდინარეობს, რომ ∠MAB=∠M1AB.

განვიხილოთ ∆MAD და ∆M1AD. ∠MAD=∠M1AD, AD საერთოა, MA=M1A. სამკუთხედების 
ტოლობის პირველი ნიშნის თანახმად, ∆MAD=∆M1AD⇒MD=M1D. ∆M1MD აღმოჩნდა 
ტოლფერდა, სადაც DO მედიანაა. ტოლფერდა სამკუთხედის თვისების თანახმად, 
მედიანა სიმაღ ლეცაა, ე.ი. MM1⊥OD წრფის. მივიღეთ, რომ M1O წრფე OD (იგივე d) წრფის 
მართობულია. თეორემა დამტკიცებულია.

ადგილი აქვს შემდეგ თვისებებს (დაამტკიცე დამოუკიდებლად):
თვისება 1. სიბრტყისადმი გავლებული მართობული 

წრფეები პარალელურია (ნახ. 3).
   a⊥a და  b⊥a⇒a||b.
ანალოგიური თვისება გვაქვს პლანიმეტრიაში:
წრფისადმი გავლებული მართობული წრფეები 

პარალელურია. 
თვისება 2. თუ ორი პარალელური წრფიდან ერთ-ერთი სიბრტყის მართობულია, მაშინ 

მეორეც ამავე სიბრტყის მართობული იქნება.
   a||b და a⊥a⇒b⊥a.

ნახ. 1

ნახ. 2

ნახ. 3
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გაიხსენე ანალოგიური თვისება პლანიმეტრიიდან და 
ჩაწერე მათემატიკური სიმბოლოების საშუალებით.

თვისება 3.
ერთი და იმავე წრფის მართობული სიბრტყეები 

პარალელურია (ნახ. 4).
a⊥a, b⊥a⇒a||b.
თვისება 4.
თუ ორი პარალელური სიბრტყიდან ერთ-ერთი 

მართობულია a წრფის, მაშინ მეორეც მარ თობული იქნება ამავე წრფისა (ნახ. 4). 
a||b და a⊥a⇒b⊥a. 
თვისება 5.
სიბრტყის გარეთ აღებულ წერტილზე გაივლება ამ 

სიბრტყისადმი მართობული ერთადერთი წრფე (ნახ. 5).
გაიხსენე ანალოგიური თვისება პლანიმეტრიიდან.
თვისება 6.
სიბრტყეზე მდებარე წერტილზე გაივლება სიბრტყისად-

მი ერთადერთი მართობული წრფე (ნახ. 6).
გაიხსენე ანალოგიური თვისება პლანიმეტრიიდან და 

ააგე შესაბამისი ნახაზი.
თვისება 7.
AB მონაკვეთის შუაწერტილზე AB მონაკვეთის მარ-

თობულად გავლებული a სიბრტყის ნებისმიერი წერტილი 
თანაბრადაა დაშორებული მონაკვეთის ბოლოე ბიდან 
(ნახ. 7). 
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გაიხსენე ანალოგიური თვისება პლანიმეტრიიდან და 
ააგე შესაბამისი ნახაზი.

თვისება 8. (მე-7 გამონათქვამის შებრუნებული).
მონაკვეთის ბოლოებიდან თანაბრად დაშორებული 

წერ ტილები მდებარეობს ამ მონაკ ვეთის შუაწერტილზე გამავალ, ამავე მონაკვეთის 
მართობულ სიბრტყეზე.

ჩამოაყალიბე ანალოგიური თვისება პლანიმეტრიიდან.
ავიღოთ a სიბრტყე და მის გარეთ მდებარე A წერტილი (ნახ. 8). A წერტილზე გავავლოთ 

a სიბ რტყისადმი მართობული a წრფე. სიბრტყესთან მისი გადაკვეთის წერტილი აღვნიშნოთ 
B-თი. A წერტილზე გავავლოთ b წრფე რომელიც a 
სიბრტყეს გადაკვეთს B-სგან განსხვავებულ რაიმე C 
წერტილში.

ორთოგონალური დაგეგმილებით A წერტილის 
გეგმილია B წერტილი, ხოლო b წრფის გეგმილი BC წრფე. 
როგორც ვიცით, a-ს ეწოდება სიბრტყისადმი მართობული 
წრფე, b-ს კი სიბრტყისადმი დახრილი წრფე. შემოვიტანოთ 
შემდეგი ტერმინები: 

ნახ. 4

ნახ. 5

ნახ. 6

ნახ. 7

ნახ. 8
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1. AB მონაკვეთი – მართობი; 
2. B წერტილი – მართობის ფუძე;
3. AC მონაკვეთი – დახრილი;
4. C წერტილი – დახრილის ფუძე;
5. CB წრფე – დახრილი b წრფის გეგმილი ;
6. CB მონაკვეთი – AC დახრილის გეგმილი; 
7. AB მართობის სიგრძე – A წერტილიდან a სიბრტყემდე მანძილი;
8. დახრილსა და მის გეგმილს შორის კუთხე – დახრილსა და სიბრტყეს შორის კუთხე. 

(∠ACB=ϕ, 0<ϕ<90°)
თუ a⊂a ან a||a, მაშინ a წრფესა და a სიბრტყეს შორის კუთხე 0°-ად არის მიღებული, 

ხოლო თუ a⊥a, მაშინ 90°-ად.
კუთხე წრფესა და სიბრტყეს შორის აღინიშნება ∠(a, 

a) სიმბოლოთი. 
თუ A∈a, მაშინ მანძილი წერტილსა და სიბრტყეს 

შორის მიღებულია 0-ის ტოლად.
მე-9 ნახაზზე AC და AD დახრილებია;
AB მართობი;
BC და BD გეგმილები.
დახრილის ფუძეებს შორის მანძილი – CD მონაკვე-

თის სიგრძ ის ტოლია.
1. ∠BAC – დახრილსა და მართობს შორის კუთხეა;
2. ∠ACB – AC დახრილსა და a სიბრტყეს შორის კუთხეა;
3. ∠CAD – დახრილებს შორის კუთხეა;
4. ∠CBD – გეგმილებს შორის კუთხეა. 
ვთქვათ, გვაქვს ერთი წერტილიდან გავლებული ორი დახრილი და მართობი. შეეცადე 

დაასაბუთო შემდეგი თვისებები:
1. მართობის სიგრძე ნაკლებია დახრილის სიგრძეზე.
2. თუ დახრილები ტოლია, მაშინ გეგმილები ტოლია და, პირიქით, თუ გეგმილები ტოლია, 

მაშინ დახრილები ტოლია.
3. ორი დახრილიდან ისაა მეტი, 

რომლის გეგმილიც მეტია და, 
პირიქით, ორი გეგმილიდან ისაა 
მეტი, რომლის დახრილიც მეტია.

განვიხილოთ a სიბრტყე. A∉a. 
გავავლოთ AC დახრილი და AB 
მართობი (ნახ. 10).

სამი მართობის თეორემა. თუ დახრილი სიბრტყეში მდებარე წრფის მართობულია, მაშინ 
ამ დახრილის გეგმილიც იმავე წრფის მართობული იქნება და პირიქით, თუ გეგმილი სიბრტ-
ყეში მდებარე წრფის მართობულია, მაშინ დახრილიც იმავე წრფის მართობული იქნება. 
a⊥c⇔b⊥c (ნახ. 10).

დამტკიცება: გავავლოთ С წერტილზე AB-ს პარალელური m წრფე. m-ზე და AB-ზე გავავ-
ლოთ b სიბრტყე. რადგან m||AB, მათზე სიბრტყე გაივლება (ნახ. 11) AB⊥a, m||AB; ⇒m⊥a⇒m⊥c. 
მივიღეთ c⊥m და c⊥a⇒c⊥b⇒c⊥b. თეორემის პირველი ნაწილი დამტკიცებულია. 
ანალოგიურად მტკიცდება მეორე ნაწილი: b⊥c⇒a⊥c. (დაამტკიცე დამოუკიდებლად.) 

ნახ. 10 ნახ. 11

ნახ. 9
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უპასუხე კითხვებს:

1. როგორ განიმარტება სიბრტყის მართობული წრფე?
2. რაში მდგომარეობს წრფისა და სიბრტყის მართობულობის ნიშანი?
3. რას ეწოდება მართობი? მართობის ფუძე?
4. რას ეწოდება დახრილი? დახრილის ფუძე?
5. რას ეწოდება დახრილის გეგმილი?
6. რას ეწოდება დახრილსა და სიბრტყეს შორის კუთხე?
7. შეიძლება თუ არა, რომ დახრილსა და სიბრტყეს შორის კუთხე იყოს ბლაგვი?
8. რაში მდგომარეობს სამი მართობის თეორემა?
9. როგორ ფიქრობ, რატომ ჰქვია ამ თეორემას სამი მართობის თეორემა?
10. თუ ერთი წერტილიდან გავლებულია ორი ტოლი დახრილი, მაშინ ტოლი იქნება 

თუ არა მათი გეგმილები?

სავარჯიშოები

1  მოცემულია კუბი (იხ. ნახ. 12). დაამტკიცე:
ა) CC1 წიბო მართობულია ABCD წახნაგის; ბ) CC1⊥AC.

2  კუბის რამდენი წიბოა მართობული (DCC1) სიბრტყის? 
(იხ. ნახ.12)

3  რომელი ჩანაწერია მართებული? (იხ. ნახ. 12) 
ა) DC1⊥CC1; ბ) C1D1⊥(AA1D1); გ) A1D⊥(ABC); დ) B1D⊥(ABC).

4  A წერტილიდან სიბრტყისადმი გავლებულია AB და AC ტოლი დახრილები. AD 
მარ თობია. რა შეიძლება ითქვას მათი გეგმილების შესახებ?

5  სიბრტყისადმი A და C წერტილებიდან გავლებულია AB და CD ტოლი დახრილები. 
რა შეიძლება ითქვას მათი გეგმილების შესახებ?

6  AB დახრილი სიბრტყესთან ადგენს 45°-იან კუთხეს. იპოვე მისი გეგმილის დახ-
რილთან შეფარდება. 

7  სიბრტყის გარეთ აღებული A წერტილიდან გავლებულია AB და AC დახრილები 
და AD მართობი. AB=AC=10სმ, AD=8სმ. იპოვე BD და CD გეგმილების სიგრძე. 

8  სიბრტყის გარეთ აღებული A წერტილიდან გავლებულია AB და AC დახრილები 
და AD მართობი. AB=10 სმ, AC=12 სმ, AD=8 სმ. იპოვე BD და CD გეგმილების 
 სიგ რძე. 

9  სიბრტყის გარეთ აღებული A წერტილიდან გავლებულია AB და AC დახრილები 
და AD მართობი. AB=13 სმ, AC=10 სმ, ∠ACD=30°. იპოვე BD-ს სიგრძე.

ნახ. 12
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10  სიბრტყიდან 12  სმ-ის ტოლი მანძილით დაშორებული A წერტილიდან გავლებუ-
ლია AB=13  სმ-ის ტოლი დახრილი. იპოვე იმ კუთხის კოსინუსი, რომელსაც ეს და-
ხრილი ადგენს სიბრტყესთან. 

11  AB მონაკვეთის ბოლოები სიბრტყიდან დაშორებულია 6 სმ-ითა და 8 სმ-ით. რა 
მანძილითაა დაშორებული სიბრტყიდან მისი შუაწერტილი? (განიხილე ორი შემ-
თხვევა.)

12  A წერტილიდან სიბრტყისადმი გავლებულია AB და AC დახრილი. AB=10 სმ. 
AC=8 სმ. შეიძლება თუ არა AB დახრილის გეგმილი იყოს 6 სმ-ის ტოლი? (პასუხი 
დაასაბუთე.)

13  მოცემულია კუბი. გავლებულია წახნაგის AB1 და კუბის B1D დიაგონალი. მიღე-
ბულ ∆AB1D-ს შესახებ მსჯელობენ ნინო და ნანა. 

 ნინო: AB1-ის გეგმილია AB. რადგან AB⊥AD, ამიტომ 
B1A დახ რილიც მართობული იქნება AD-სი. ე.ი. ∆AB1D 
მართკუთ ხაა. 

 ნანა: DA⊥AB, DA⊥AA1⇒ DA⊥(AA1B1). ამიტომ, DA მარ-
თობულია სიბრტყეში მდებარე ყველა წრფის, მათ 
შორის – AB1 წრფის. ე.ი. ∆AB1D მართკუთხაა. 

 რომელი მსჯელობს სწორად?

14  მოცემულია ABCDA1B1C1D1 კუბი, რომლის წიბოს სიგრძეა a. 
ა) დაადგინე BB1D1D ოთხკუთხედის სახე. გამოთვალე მისი ფართობი;
ბ) გამოთვალე A1C დიაგონალის სიგრძე;
გ) იპოვე DC1 დიაგონალის (A1B1C1) წახნაგთან შედგენილი კუთხის კოსინუსი.

15  B წერტილიდან ABCD კვადრატის სიბრტყისადმი გავ-
ლებულია BM მართობი და MA, MC და MD დახრილები. 
დაასახელე M წვეროს მქონე მართკუთხა სამკუთხე-
დები. 

16  ABCD კვადრატის B წვეროდან აღმართულია კვად-
რატის სიბრტყისადმი BM მართობი, რომლის სიგრძეა 8 სმ. იპოვე მანძილები M 
წერ ტილიდან კვადრატის წვეროებამდე, თუ კვადრატის გვერდის სიგრძეა 6 სმ.

17  ABCD კვადრატის O ცენტრიდან აღმართულია 
კვადრატის სიბრტყისადმი OM=12 სმ სიგრძის 
მართობი. კვადრატის გვერდი 8-ის ტოლია. იპოვე:
ა) M წერტილიდან კვადრატის წვეროებამდე 
მანძილი; 
ბ) M წერტილიდან კვადრატის გვერდამდე 
მანძილი.
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18  დაამტკიცე, რომ თუ წერტილი ტოლადაა დაშორებული მრავალკუთხედის წვე-
როებიდან, მაშინ ამ წერტილის ორთოგონალური გეგმილი მრავალკუთხედის სი-
ბრტყეში ამ მრავალკუთხედზე შემოხაზული წრეწირის ცენტრს წარმოადგენს. 
ააგე ნახაზი კერძო შემთხვევებში, როცა მრავალკუთხედი: 
ა) მართკუთხა სამკუთხედია; 
ბ) წესიერი სამკუთხედია;
გ) ტოლფერდა სამკუთხედია;
დ) კვადრატია; 
ე) წესიერი ექვსკუთხედია.

19  დაამტკიცე, რომ თუ წერტილი თანაბრადაა დაშორებული მრავალკუთხედის 
გვერ დებიდან, მაშინ ამ წერტილის ორთოგინალური გეგმილი ამ მრავალკუთხე-
დის სიბრტყეზე მრავალკუთხედში ჩახაზული წრეწირის ცენტრს წარმოადგენს. 
ააგე ნახაზი კერძო შემთხვევებში, როცა მრავალკუთხედი:
ა) მართკუთხა სამკუთხედია;
ბ) წესიერი სამკუთხედია;
გ) ტოლფერდა სამკუთხედია;
დ) კვადრატია;
ე) წესიერი ექვსკუთხედია.

20  სიბრტყის გარეთ აღებული A წერტილიდან გავლებულია 10 სმ-ის სიგრძის ორი 
დახრილი, რომლებიც ერთმანეთთან a კუთხეს ადგენს. იპოვე დახრილების ფუ-
ძეებს შორის მანძილი. ყველაზე მეტი რა მანძილით შეიძლება იყოს დაშორებული 
A წერტილი სიბრტყიდან?

21  მოცემულია სამი ურთიერთპარალელური a, b 
და c წრფე. მანძილი a და с წრფეს შორის ტო-
ლია 10 სმ-ის, a და b წრფეს შორის 16სმ-ის, b და 
c წრფეს შორის ტოლია 12სმ-ის. იპოვე მანძილი c 
წრფიდან a და b წრფეებზე გამავალ სიბრტყემდე.

22  BAC კუთხის A წვეროზე გავლებულია AM სხივი, რო-
მელიც კუთხის გვერდებთან ტოლ კუთხეებს ადგენს. 
დაამტკიცე, რომ M წერტილი დაგეგმილდება BAC 
კუთხის ბისექტრისაზე. 

 მითითება: გაავ ლე MK⊥AB და MD⊥AC. დაამტკიცე 
AMK და AMD სამკუთხედების ტოლობა.

აბა, სცადე! 

ABCD ოთხკუთხედის სიბრტყის გარეთ აღებული წერტილიდან ოთხკუთხედის წვე-
როებამდე მანძილები ტოლია. იპოვე ამ ოთხკუთხედის მოპირდაპირე კუთხეების ჯამი.
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4.7 ორწახნაგა კუთხე, კუთხე სიბრტყეებს შორის

ორწახნაგა კუთხის განმარტება და გაზომვა 

სიბრტყეზე ავიღოთ რაიმე a წრფე. ეს წრფე სიბრტყეს ყოფს ორ 
ნაწილად, რომელთაგან თითოეულს ნახევარსიბრტყე ეწოდება. 
საერთო წრფის მქონე ორი ნახევარსიბრტყე სივრცეს ყოფს 
ორ ნაწილად. თითოეულს, ამ ნახევარ სიბრტყეებთან ერთად, 
ორწახნაგა კუთხე ეწოდება. ნახევარსიბრტყეებს ორწახნაგა 
კუთ ხის წახნაგები, ხოლო საერთო წრფეს – ორწახნაგა კუთ ხის 
წიბო ეწოდება. შემდგომში ჩვენ განვიხილავთ ამოზნექილ 
ორწახნაგა კუთხეებს. ორწახნაგა კუთხის მოდელს 
წარმოადგენს სრულად ან ნაწილობრივ გადაშლილი წიგნი.

როგორ შევადაროთ ერთმანეთს ორწახნაგა კუთხეები 
და რა მივიღოთ მის სიდიდედ?

განვიხილოთ ორწახნაგა კუთხე და მის წიბოზე ავიღოთ 
A წერტილი. მასზე გავატაროთ a წრფის მართობული a 
სიბ რტყე. ეს სიბრტყე წახნაგებიდან მოკვეთს AA1 და AA2 
სხივებს. A1AA2 ბრტყელ კუთხეს ორწახნაგა კუთხის ხაზოვანი კუთხე ეწოდება.

ხაზოვანი კუთხის სიდიდე არაა დამოკიდებული წიბოს წერტილის არჩევაზე. მართლაც, 
თუ ავიღებთ წიბოზე B წერტილს და ანალოგიურად გავავლებთ მასზე წიბოს მართობულ 
b სიბრტყეს, ის წახნაგებზე მოკვეთს BB1 და BB2 სხივებს. a⊥a და b⊥a⇒a||b, შესაბამისად 
BB1||AA1 და BB2||AA2 (ახსენი, რატომ). მივიღებთ ∠ B1BB2=∠A1AA2. ამიტომ ორწახნაგა კუთ-
ხის სიდიდედ შეგვიძლია მივიჩნიოთ მისი ხაზოვანი კუთხის სიდიდე.

ე.ი. ორწახნაგა კუთხის ხაზოვანი კუთხე ორწახნაგა კუთხისა და მისი წიბოს მართობული სიბ-
რტყის თანაკვეთაა, ხოლო ხაზოვანი კუთხის სიდიდე – ორწახნაგა კუთხის სიდიდეა. მაგალითად, 
თუ ხაზოვანი კუთხე უდრის 120°-ს, მაშინ ამბობენ, რომ ორწახნაგა კუთხეც 120°-ის ტოლია. სტე-
რეომეტრიაში, ისევე, როგორც პლანიმეტრიაში, გვექნება ორწახნაგა კუთხის სახეები:

გაშლილი კუთხე
ϕ=180°

ბლაგვი კუთხე
90°<ϕ<180°

მართი კუთხე
ϕ=90°

მახვილი კუთხე
0°<ϕ<90°

განვმარტოთ მოსაზღვრე და ვერტიკალური ორწახნაგა 
კუთხეები.

ორ ორწახნაგა კუთხეს ეწოდება მოსაზღვრე, თუ ერთი 
წახნაგი საერთო აქვთ, დანარჩენი ორი კი ერთმანეთის 
დამატებითი ნახევარსიბრტყეებია. მოსაზღვრე კუთხეების 
ჯამი 180°-ის ტოლია.
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ვერტიკალური ორწახნაგა კუთხეები ეწოდება ისეთ კუთხეებს, 
რომელთა წახნაგები ერთმანეთის დამატებითი ნახევარსიბრტყეებია. 
ვერტიკალური კუთხეები ტოლია. ორი გადამკვეთი სიბრტყე 
გვაძლევს ოთხ ორწახნაგა კუთხეს. 

გვექნება ვერტიკალური კუთხეების ორი წყვილი. თუ ერთ-ერთი 
ორწახნაგა კუთხე 90°-ის ტოლია, მაშინ დანარჩენი სამი კუთხიდან 
თითოეული 90°-ის ტოლი იქნება. ასეთ სიბრტყეებს მართობული 
სიბრტყეები ეწოდება. 

გადამკვეთ სიბრტყეებს შორის კუთხე ეწოდება მათი გადაკვეთისას მიღებული კუთხეე-
ბიდან უმცირესს. კუთხე a და b სიბრტყეებს შორის აღინიშნება ასე: ∠(a; b).

თუ სიბრტყეები პარალელურია ან ემთხვევა ერთმანეთს, მათ შორის კუთხე 0°-ად არის 
მიჩნეული. ასე რომ სიბრტყეებს შორის კუთხის სიდიდე [0°; 90°] შუალედშია მოთავსებული. 

ორწახნაგა კუთხის შუაზე გამყოფ ნახევარსიბრტყეს 
ბისექტორი ეწოდება. (გაიხსენე პლანიმეტრიიდან: კუთხის 
ბისექტრისა და მისი თვისება.) 

ბისექტორის თვისება: ბისექტორის ყოველი წერტილი თანაბ-
რადაა დაშორებული ორწახნაგა კუთხის წახნაგებიდან. 

ჩამოაყალიბე მოცემულის შებრუნებული თეორემა და დაამ-
ტკიცე ეს თეორემები დამოუკიდებლად.

მართობული სიბრტყეების მოდელებია: ოთახში ჭერი და 
კედელი, იატაკი და კედელი.

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს ორწახნაგა კუთხე, რომლის წიბოა 
a წრფე. ავაგოთ მისი ხაზოვანი კუთხე.

ხერხი 1. ავიღოთ წიბოზე K წერტილი. გავავლოთ ერთ წახნაგზე 
KA⊥a. მეორე წახნაგზე KB⊥a (ნახ. 1). a⊥KA და a⊥KB⇒a⊥(KAB), 
ამიტომ, განმარტების თანახმად, ∠AKB ხაზოვანი კუთხეა.

ხერხი 2. ავიღოთ ერთ-ერთ წახნაგზე A წერტილი (ნახ. 1). 
გავავლოთ a წიბოსადმი AK მართობი, K წერტილიდან მეორე 
სიბრტყეში გავავლოთ a წრფისადმი KB მართობი. განმარტების 
თანახმად, ∠AKB ხაზოვანი კუთხეა.

ხერხი 3. ავიღოთ A წერტილი ერთ-ერთ წახნაგზე (ნახ. 2). 
გავავლოთ მასზე წიბოსად მი AK მართობი და მეორე წახნაგისადმი 
AB მართობი. AK მართობია a წიბოსადმი, იმავდროულად AK 
დახრილია მეორე წახნაგისადმი. KB არის AK-ს გეგმილი. სამი 
მართობის თეორემის თანახმად, KB-ც იქნება a წიბოს მართობული. 
KA⊥a და KB⊥a ⇒a⊥(AKB). ე.ი. ∠AKB ხაზოვანი კუთხეა.

ამოცანა 1. საერთო ფუძის მქონე ორი ტოლფერდა სამკუთხედი 
ერთმანეთთან 60°-იან ორწახნაგა კუთხეს ადგენს. საერთო ფუძის 
სიგ რძეა c სმ. ერთი სამკუთხედის ფერდი a სმ-ია, მეორე სამკუთხედის 
– b სმ. ვიპოვოთ მანძილი სამკუთხედების წვეროებს შორის (ნახ. 3). 

მოც: (∆ABC)⋂(∆ABD)=AB;  AB=c; 
BC=AC=a; BD=AD=b; ∠((ABC); (ABD))=60°. 
_______________
CD=?

ნახ. 1

ნახ. 2

ნახ. 3
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ამოხსნა. ამოცანა ამოვხსნათ 3 საფეხურად:
1. ხაზოვანი კუთხის აგება. 
AB ფუძეზე ავიღოთ მისი შუაწერტილი K. შევაერთოთ C და D წვეროები K-სთან. ∆ABC 

ტოლფერდაა, CK-მედიანაა. ტოლფერდა სამკუთხედის თვისების თანახმად, იგი სიმაღლეცაა, 
ე.ი. AB⊥CK. ანალოგიურად, AB⊥DK⇒AB⊥(CDK). ე.ი. CKD ხაზოვანი კუთხეა. პირობის 
თანახმად, ∠CKD=60°.

2. CK-ს და DK-ს გამოთვლა. ∆BCK მართკუთხაა. CK a c
� �2

2

4
, ანალოგიურად გამოით-

ვლება DK. 
3. ∆CKD-ში ვიცით CK, DK და მათ შორის კუთხე. კოსინუსების თეორემით შეგვიძლია 

გამოვითვალოთ CD. (დაასრულე ამოხსნა.)
ამოცანა 2. ABCD პარალელოგრამის B წვეროდან პარა-

ლელოგრამის სიბრტყისადმი აღმართულია BM მართობი. 
M წერტილი შეერთებულია პარალელოგრამის წვეროებთან. 
ავაგოთ ხაზოვანი კუთხეები მიღებულ სამკუთხედებსა და 
პარალელოგრამის სიბრტყეს შორის. 

ამოხსნა. (MCD)-სა და პარალელოგრამის სიბრტყის გადაკ-
ვეთის წრფეა CD. B-დან გავავ ლოთ BK⊥CD (პარალელოგრამის სიმაღლე). შევაერთოთ M და 
K წერტილები. სამი მართობის თეორემის თანახმად: BK⊥CD⇒MK⊥CD.

MK CD
BK CD

CD MBK
�
�

�
�
�
� � ( )  ე.ი. ∠BKM არის ხაზოვანი კუთხე

ანალოგიურად ავაგებთ (AMD) და პარალელოგრამის სიბრტყეს შორის ხაზოვან კუთხეს. 
ავაგოთ (AB) წიბოსთან ორწახნაგა კუთხის ხაზოვანი კუთხე. (ABM)⋂(ABCD)=AB.  

{AB⊥BM, AB⊥BK⇒AB⊥(MBK)}. ე.ი. ∠MBK არის ხაზოვანი კუთხე. ეს კუთხე 90°-ის ტოლი 
იქნება, რადგან MB⊥BK. ანალოგიურად აიგება (MBC) და (ABC) სიბრტყეებს შორის ხაზოვანი 
კუთხე.

ამოცანა 3. ABCD მართკუთხედის B წვეროდან აღმართულია BM მარ თობი. M წერტილი 
შეერთებულია მართკუთხედის წვეროებთან. AD გვერდთან 
შექმნილი ორწახნაგა კუთხე ტოლია 30°-ის. AB=10 სმ, BC=15 სმ. 
ვიპოვოთ: ა) AM; ბ) ∆AMD-ს ფართობი.

ამოხსნა. AB წარმოადგენს AM-ის გეგმილს. AB⊥AD 
(პირობიდან გამომდინარე). სამი მართობის თეორემის თანახმად, 
AM⊥AD, ე.ი. ∠MAD=90°. ორწახნაგა კუთხის ხაზოვანი კუთხე კი 
იქნება თვითონ ∠MAB=30°.

1) ∆ABM მართკუთხაა, ∠A=30°⇒AM=
20

3
. 

2) SAMD=
20 15
2 3

50 3�
� �  (სმ2). 

ამოცანა 4. ვთქვათ, a სიბრტყე გადის ABC სამკუთხედის AB გვერდზე. სამკუთხედი ABC 
დავაგეგმილოთ a სიბრტყეზე. A და B წვეროები დაგეგმილდება თავის თავში, C – რაიმე D 
წერტილში. ∆ABC-ს გეგმილი იქნება სამკუთხედი ABD. ვიპოვოთ გეგმილის S1 ფართობი, 
თუ მოცემულია ∆ABC-ს ფართობი S და სიბრტყეებს შორის ϕ კუთხე. 

ამოხსნა. ავაგოთ ხაზოვანი კუთხე სამკუთხედების სიბრტყეებს შორის. გავავლოთ CK⊥AB. 
სამი მართობის თეორემის თანახმად, DK⊥AB. ∠CKD იქნება ϕ-ს ტოლი ხაზოვანი კუთხე.
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სავარჯიშოები

1  მოსაზღვრე ორწახნაგა კუთხეებიდან ერთ-ერთი მეორეზე სამჯერ მეტია. იპოვე 
მათ შორის უმცირესის სიდიდე.

2  ვერტიკალური ორწახნაგა კუთხეებიდან ერთ-ერთი 50°-ის ტოლია. რას უდრის 
დანარჩენი კუთხეებიდან უდიდესი?

3  ბისექტორზე მდებარე წერტილი ერთ-ერთი წახნაგიდან 10 სმ-ის ტოლი მანძილითაა 
დაშორებული. რა მანძილითაა დაშორებული ეს წერტილი მეორე წახნაგიდან?

4  ორწახნაგა კუთხის წახნაგის A წერტილიდან წიბოსადმი 
გავლებულია AK მართობი და მეორე წახნაგისადმი AB 
მართობი. დაამტკიცე, რომ ∠AKB ორწახნაგა კუთხის 
ხაზოვანი კუთხეა და იპოვე ეს კუთხე, თუ AB=KB. 

5  60°-იანი ორწახნაგა კუთხის წახნაგებზე მოცემული A და 
B წერტილებიდან გავლებულია წიბოსადმი AK და BK 
მარ თობები. AK=BK=8 სმ. იპოვე AB.

6  ამოხსენი წინა ამოცანა იმ პირობით, რომ AK=10 სმ, BK=8 სმ.

7  ორწახნაგა კუთხის ერთ წახნაგზე მდებარე A წერტილი 
წიბოდან დაშორებულია 10 სმ-ით, მეორე წახნაგიდან კი 
5 3  სმ-ით. იპოვე ორწახნაგა კუთხე.

S1=
1
2

 AB⋅DK=
1
2

AB⋅CK⋅cosϕ=S⋅cosϕ.

მიღებული ფორმულა მართებულია ზოგად 
შემთხვევაში: თუ ბრტყელი ფიგურის ფართობია S და ამ 
ფიგურის სიბრტყესა და a სიბრტყეს შორის კუთხე არის 
ϕ, მაშინ ფიგურის a სიბრტყეზე გეგმილის S1 ფართობი 
გამოითვლება ფორმულით: 

S1=S·cosϕ.

უპასუხე კითხვებს:

1. რას ეწოდება ორწახნაგა კუთხე, ორწახნაგა კუთხის წიბო, წახნაგი?
2. რას ეწოდება ორწახნაგა კუთხის ხაზოვანი კუთხე?
3. რას ეწოდება გაშლილი, ბლაგვი, მართი და მახვილი ორწახნაგა კუთხე?
4. რას ეწოდება მოსაზღვრე და ვერტიკალური ორწახნაგა კუთხეები?
5. რას უდრის მოსაზღვრე ორწახნაგა კუთხეების ჯამი? 
6. რას ეწოდება სიბრტყეებს შორის კუთხე?
7. რამდენი გრადუსი შეიძლება იყოს ორ სიბრტყეს შორის კუთხის სიდიდე?
8. რა შემთხვევაშია სიბრტყეები ურთიერთმართობული?
9. შეიძლება თუ არა ფიგურის ფართობი ნაკლები იყოს მისი გეგმილის ფართობზე?
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8  დაამტკიცე, რომ ორწახნაგა კუთხის ხაზოვანი კუთხე თითოეული წახნაგის მარ-
თობულია.

9  მოცემულია კუბი (ნახ. 1). დაამტკიცე, რომ:
ა) (AA1B1)⊥(ABC); ბ) (ABC) სიბრტყის მართობული 
კიდევ რამდენი სიბრტყე არსებობს, რომელიც 
შეიცავს კუბის წახნაგს? 

10  მოცემულია კუბი (ნახ. 1). დაამტკიცე, რომ B1A⊥AD. 
რას უდრის ორწახნაგა კუთხე (AB1C1) და (ABC) 
სიბრტყეებს შორის?

11  მოცემულია მართი პარალელეპიპედი. მისი ABCD ფუძე პარალელოგრამია, 
რომლის ∠B=110°. იპოვე BB1C1C წახნაგის სიბრტყესა და DD1C1C სიბრტყეს 
შორის ორწახნაგა კუთხის სიდიდე.

12  a სიბრტყე გადის ტოლფერდა მართკუთხა სამკუთხედის ჰიპოტენუზაზე და სამ-
კუთხედის სიბრტყესთან ადგენს 45°-იან კუთხეს. იპოვე a სიბრტყეზე სამკუთხედის 

გეგმილის ფართობი, თუ ჰიპოტენუზის სიგრძეა 8 2  სმ.

13  სიბრტყე გადის ABCD ტოლფერდა ტრაპეციის დიდ ფუძეზე და მის სიბრტყესთან 
ადგენს 60°-იან ორწახნაგა კუთხეს. იპოვე ტრაპეციის გეგმილის ფართობი ამ სიბ-
რტყეზე, თუ AB=CD=5 სმ, BC=4 სმ, AD=12 სმ.

14  ABC სამკუთხედის AB გვერდზე გავლებულია სიბრტყე, 
რომელიც სამკუთხედის სიბრტყესთან ადგენს 45°-ის 
ტოლ ორწახნაგა კუთხეს. იპოვე მანძილი C წვეროდან 
ამ სიბრტყემდე, თუ AB=14 სმ, BC=13 სმ, AC=15 სმ.

15  ABCD კვადრატის სიბრტყის გარეთ აღებული M 
წერ ტილი შეერთებულია კვადრატის წვეროებთან. 
MA=MB=MC=MD. რამდენჯერ მეტია DC წიბოსთან 
მდებარე ორწახნაგა კუთხის ტანგენსი MA წრფის (ABC) 
სიბრტყესთან შედგენილი კუთხის ტანგენსზე?

16  ABCD პარალელოგრამის B წვეროდან მისი 
სიბრტყისადმი აღმართულია BM მართობი. M წერტილი შეერთებულია 
პარალელოგრამის წვეროებთან. ორწახნაგა კუთხე (AMD) და (ABC) სიბრტყეებს 
შორის 45°-ია. AB=4 სმ, BC=6 სმ, ∠BAD=60°. 
იპოვე: ა) MB; ბ) ∆MCD-ს ფართობი; გ) (MDC) 
და (ABC) სიბრტყეებს შორის კუთხის კოსინუსი.

ნახ. 1
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ტესტი თვითშემოწმებისათვის №9
1  წრის O ცენტრიდან მისი სიბრტყისადმი აღმართულია OM=4სმ სიგრძის მარ-

თობი. რამდენი სანტიმეტრია მანძილი M წერტილიდან წრეწირის წერტილამდე, 
თუ წრეწირის რადიუსია 3 სმ?
ა) 5 სმ; ბ) 4 სმ; გ) 7 სმ; დ) 6 სმ.

2  სიბრტყიდან 6 სმ-ის ტოლი მანძილით დაშორებული M წერტილიდან გავლებულია 
MA მართობი და MB დახრილი. იპოვე MB დახრილის სიგრძე, თუ მის მიერ 

სიბრტყესთან შედგენილი კუთხის სინუსი 
3
4

-ის ტოლია.
ა) 16 სმ; ბ) 8 სმ; გ) 6 სმ; დ) 5 სმ.

3  A და B წერტილები a სიბრტყიდან დაშორებულია 6 სმ და 12 სმ-ის ტოლი 
მანძილებით. რა მანძილითაა დაშორებული AB მონაკვეთის შუაწერტილი 
სიბრტყიდან, თუ AB მონაკვეთი არ კვეთს a სიბრტყეს?
ა) 7 სმ; ბ) 8 სმ; გ) 9 სმ; დ) 10 სმ.

4  მართი ორწახნაგა კუთხის ბისექტორზე მდებარე წერტილი წახნაგებიდან 
დაშორებულია 12 2  სმ-ის ტოლი მანძილით. ამ წერტილიდან წიბომდე მანძილია:

ა) 12 სმ; ბ) 6 სმ; გ) 18 სმ; დ) 24 სმ.
5  ორი ტოლგვერდა ABD და ABC სამკუთხედების 

სიბრტყეები მართობულია. AB=6 სმ. რას უდრის D და 
C წვეროებს შორის მანძილი?

ა) 8 სმ; ბ) 3 6 სმ; გ) 0 5 6, ; დ) 6 . 
6  ჩამოთვლილი დებულებებიდან რომლებია მართებუ-

ლი? ა) თუ სიბრტყისადმი გავლებული დახრილები 
ტოლია, მაშინ მათი გეგმილები ტოლია; ბ) ერთი და იმავე წრფისადმი მართობული 
წრფეები პარალელურია; გ) რაიმე სიბრტყისადმი გავლებული ორი მართობული 
სიბრტყე პარალელურია; დ) ერთი და იმავე წრფისადმი გავლებული მართობული 
სიბრტყეები ერთმანეთის პარალელურია; ე) სიბრტყის პარალელურ წრფეზე 
გაივლება ამ სიბრტყისადმი მხოლოდ ერთი მართობული სიბრტყე.

7  იპოვე a წიბოს მქონე კუბის წვეროებს შორის უდიდესი და უმცირესი მანძილი.
8  ABCD კვადრატის B წვეროდან აღმართულია 9 სმ სიგრძის BM მართობი. M წერ-

ტილი შეერთებულია A, D, C წვეროებთან. (MCD) და (ABC) სიბრტყეებს შორის 
კუთხეა 60°. იპოვე კვადრატის ფართობი.
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როგორც აღვნიშნეთ, ორ სიბრტყეს მართობული ეწოდება, 
თუ მათ შორის კუთხე 90 გრადუსია. სხვა სიტყვებით რომ 
ვთქვათ, ორ სიბრტყეს ურთიერთმართობული ეწოდება, თუ სა-
ერთო წრფის მართობული სიბრტყე მოცემული სიბრტყეები-
დან მოკვეთს მართობულ წრფეებს.

a⋂b=a; γ⋂a=c; γ⋂b=b თუ ∠(b,c)=90°⇒∠(a,b)=90° ანუ a⊥b;
ურთიერთმართობული სიბრტყეების მაგალითად შეგვი-

ძლია დავასახელოთ: ოთახის იატაკი და კედლები, კუბის მეზო-
ბელი წახნაგები და სხვა.
თეორემა 1. (სიბრტყეთა მართობულობის ნიშანი) თუ 
 სიბ რ ტ ყე გადის მეორე სიბრტყის მართობულ წრფეზე, მაშინ 
ეს სიბრტყეები მართობულია.

მოც: a⋂a= K, a⊥a, a⊂b.
უნდა დავამტკიცოთ, რომ b⊥a.

 დამტკიცება.
a წრფეზე გავავლოთ b სიბრტყე. იგი a სიბრტყეს 

გადაკვეთს რაიმე b წრფეზე. დავამტკიცოთ, რომ b⊥a.
K წერტილზე გავავლოთ b წრფის მართობული c წრფე. 

a⊥a, ამიტომ a⊥b; b⊥a და b⊥c, ე.ი. b მართობულია 
a და c წრფეებზე გამავალი სიბრტყისა, ამიტომ, 
∠(b,a)=∠(a,c)=90°. თეორემა დამტკიცებულია.

თეორემა 2: თუ ორი სიბრტყე ურთიერთმართობულია, 
მაშინ რომელიმე სიბრტყეში გადაკვეთის წრფისადმი 
გატარებული მართობი მეორე სიბრტყის მართობულია.

დამტკიცება. მტკიცდება წინა თეორემის ანა-
ლოგიურად. (სცადე დამოუკიდებლად დამტკიცება.)

a⋂b=b, a⊥b, a⊂b, a⊥b⇒ a⊥a. 

თეორემა 3. (დამტკიცების გარეშე) თუ ორი 
პარალელური სიბრტყიდან ერთ-ერთი მესამე სიბრტყის 
მართობულია, მაშინ მეორეც მესამის მართობული იქნება.

a||b და a⊥γ⇒b⊥γ.

თეორემა 4. (დამტკიცების გარეშე) ერთი და იმავე a 
სიბრტყის მართობული ორი სიბრტყე პარალელურია ან 
იკვეთება a სიბრტყის მართობულ წრფეზე.

a⊥γ, b⊥γ⇒a||b ან (a⋂b)=a, a⊥γ.

4.8 სიბრტყეთა მართობულობა

სიბრტყეთა მართობულობის ნიშნის დადგენა და გამოყენება
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უპასუხე კითხვებს:

1. როდის ვიტყვით, რომ ორი სიბრტყე მართობულია?

2. მოცემულია: a⊥b და a⋂b=a. a სიბრტყეში გატარებული a წრფისადმი 
მართობული წრფე იქნება თუ არა b სიბრტყის მართობული? 

3. რამდენგრადუსიანია მართობულ წახნაგებს შორის ორწახნაგა კუთხეები?

4. მართებულია თუ არა გამონათქვამი, რომ ერთი და იმავე სიბრტყის მართობული 
სიბრტყეები პარალელურია?

სავარჯიშოები

1-7 ამოცანებში ისარგებლე მოცემული ნახაზით.

1  კუბის წახნაგების შემცველი სიბრტყეებიდან რამდე-
ნია (ABC) სიბრტყის მართობული?

2  კუბის წახნაგების შემცველი სიბრტყეებიდან რამდე-
ნია (AA1B) სიბრტყის პარალელური? 

3  რა სიდიდისაა (AA1B1) და (BB1C1) სიბრტყეებს შორის 
კუთხე?

4  ქვემოთ მოცემულთაგან რომელი არ არის მართებული დებულება?
ა) (BB1D1)⊥(ABC); ბ) (BB1D1)⊥(CDD1)
გ) (AA1C1)⊥(ABC); დ) (AA1B1)||(DD1C1)

5  ქვემოთ მოცემული ჩანაწერებიდან რომლებია მართებული? 
ა) (DD1)⊥(ABC); ბ) (BB1D1)⊥(DD1C1) ; 
გ) (AB)⊥(BC); დ) (AB)⊥(BD); 
ე) (AB)⊥( BB1D1); ვ) ∠((B1D); (ABC))=45°; 
ზ) AC⊥BD; თ) ∠((AB1); (CC1))=45°;
ი) AB1-ის გეგმილი (ABC)-ზე არის AB; 
კ) AB1-ის გეგმილი (D1C1C)-ზე არის DC1. 

6  დაამტკიცე, რომ: 
ა) BB1D1D მართკუთხედია; 
ბ) ∠((BB1D1); (DD1C1))=45°; 
გ) ∠B1AD=90°. 

7  კუბის წიბო a-ს ტოლია. გამოთვალე: 
ა) BB1D1D მართკუთხედის პერიმეტრი და ფართობი;
ბ) B1AD სამკუთხედის პერიმეტრი და ფართობი.
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8  C წერტილიდან გავლებულია CA, CB და CD ურთიერთ-
მართობული მონაკვეთები. იპოვე ორწახნაგა კუთხეები 
მიღებულ ა) (ACD) და (BCD); ბ) (ACB) და (ADB) სიბ-
რტყეებს შორის, თუ AC=6 სმ, BC=8 სმ და CD=4,8 3 სმ.

9  მოცემულია a სმ წიბოს მქონე კუბი. გამოთვალე: 
ა) A წვეროდან მანძილი (BB1D1) სიბრტყემდე.
ბ) ∠((B1A); (B1BD))

10  ABCD და ABMN საერთო AB გვერდის მქონე მართ-
კუთხედებია. მათი სიბრტყეები მართობულია. 
ა) დაამტკიცე, რომ ∆NAC მართკუთხაა;
ბ) იპოვე N და C წვეროებს შორის მანძილი, თუ:
AD=8სმ; DC=6სმ; AN=5სმ.

11  ∆ABC და ∆ABD საერთო AB გვერდის მქონე სამკუთხედებია.მათი სიბრტყეები 
მარ თობულია. ∆ABC-ში ∠C=90°, AB=10 სმ; AC=BC; ∆ABD-ში AD=BD=13 სმ; 
M წერტილი AB-ს შუაწერტილია. 
დაამტკიცე:
1. DM⊥AB; CM⊥AB;
2. DM⊥(ABC);
გამოთვალე DC მონაკვეთის სიგრძე.

12  ABCD და AMNB კვადრატების სიბრტყეები ურ თიერ-
თმართობულია. იპოვე კუთხე MB და AC დიაგონალებს 
შორის.

13  ABCA1B1C1 სამკუთხა პრიზმის  გვერდითი წახნაგები 
კვადრატებია. გამოთვალე (ABC) და ABC1 სიბრტყებს 
შორის კუთხის ტანგენსი.

აბა, სცადე! 

ABCDA1B1C1D1 მართკუთხა პარალელეპიპედია. მისი B1D დიაგონალი წახნაგებთან 
ადგენს a, b, γ კუთხეებს.

გამოთვალე:  ა) sin2a+sin2b+sin2γ; ბ) cos2a+cos2b+cos2γ.
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F1 და F2 ფიგურებს შორის მანძილი ეწოდება მათ უახლოეს წერტილებს შორის მანძილს. 
თუ ორი წერტილი ერთმანეთს ემთხვევა, მაშინ მათ შორის მანძილი 0-ის ტოლადაა 
მიღებული. მანძილს აღნიშნავენ d(F1;F2) სიმბოლოთი. განვიხილოთ ყველა შემთხვევა, როცა 
F1 და F2 ფიგურები წერტილი, წრფე ან სიბრტყეა და F1⋂F2=∅.

1. d(A; B), ორ წერტილს შორის მანძილი – AB მონაკვეთის სიგრძე 
(ნახ. 1);

2. d(A; a), წერტილიდან წრფემდე მანძილი – A წერტილიდან a 
წრფეზე დაშვებული AB მართობის სიგრძე (ნახ. 2).

3. d(A; a), წერტილიდან სიბრტყემდე მანძილი – A წერ ტი ლიდან a 
სიბრტყეზე დაშვებული AB მართობის სიგრძე (ნახ. 3). 

4. d(a; b), პარალელურ წრფეებს შორის მანძილი – ერთ-ერთი 
წრფის რომელიმე წერტილიდან მეორე წრფეზე დაშვებული მართობის 
სიგრძე (ნახ. 4).

5. d(a; a), წრფესა და მის პარალელურ სიბრტყეს შორის მანძილი – 
წრფის რომელიმე წერტილიდან სიბრტყეებზე დაშვებული მართობის 
სიგრძე (ნახ. 5).

6. d(a; b), ორ პარალელურ სიბრტყეს შორის მანძილი – 
ერთ-ერთი სიბრტყის რომელიმე წერტილიდან მეორე სიბრტყეზე 
დაშვებული მართობის სიგრძე (ნახ. 6).  

7. d(a, b), a∸b, მანძილი ორ აცდენილ წრფეს შორის – მათი საერ თო 
მართობის სიგრძე. ეს მანძილი იგივეა, რაც ამ წრფეებზე გატარებულ 
პარალელურ სიბრტყეთა შორის მანძილი, AB=A1B1 (ნახ. 7).

4.9 მანძილები სივრცეში

ფიგურებს შორის მანძილის დადგენა სივრცეში

ნახ. 7

ნახ. 6

ნახ. 5

ნახ. 4

ნახ. 3

ნახ. 2

ნახ. 1

უპასუხე კითხვებს:

1. რის ტოლია მანძილი არაცარიელი თანაკვეთის მქონე ფიგურებს შორის?
2. რის ტოლია მანძილი რიცხვით ღერძზე მდებარე [a; b] და [c; d] შუალედებს შორის, 

თუ b<c?
3. რის ტოლია მანძილი ერთ სიბრტყეში მდებარე R1 და R2 რადიუსების მქონე ორ 

წრეწირს შორის, თუ მათ ცენტრებს შორის მანძილია d და ამასთან d>R1+R2?
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სავარჯიშოები

1  წრფეზე აღებულია A, B და C წერტილები. AC=40 სმ, B წერტილი ძევს A და C წერტი-
ლებს შორის. იპოვე AB და BC მონაკვეთების სიგრძე, თუ მათი შეფარდებაა 0,6.

2  ABC მართკუთხა სამკუთხედის კათეტებია 3 სმ და 4 სმ. იპოვე მანძილი მართი 
კუთ ხის წვეროდან ჰიპოტენუზამდე.

3  სიბრტყის გარეთ აღებული A წერტილიდან გავლებულია 20 სმ სიგრძის დახრილი, 
რომელიც სიბრტყესთან ადგენს 300-იან კუთხეს. იპოვე A წერტილიდან ამ სიბ-
რტყემდე მანძილი.

4  პარალელური სიბრტყეებიდან ერთ-ერთზე აღებული წერტილიდან მეორე სიბ-
რტყისადმი გავლებული დახრილის სიგრძეა 13 სმ. მანძილი სიბრტყეებს შორის 
12 სმ-ია. იპოვე დახრილის გეგმილის სიგრძე თითოეულ სიბრტყეზე.

5  სიბრტყეზე მდებარე A და B წერტილებიდან მისი პარალელური სიბრტყისადმი 
გავლებული AC და BD დახრილების გეგმილები ტოლია. ქვემოთ ჩამოთვლილთა-
გან რომელია მართებული?
ა) AC>BD; ბ) AC<BD; გ) AC=BD; დ) არცერთი.

6  მოცემულია კუბი (ნახ. 1), რომლის წიბოს სიგრძეა 8 სმ. იპოვე მანძილი C1 წვეროდან: 
ა) C წვერომდე; ბ) D წვერომდე; 
გ) A წვერომდე; დ) AD წიბომდე;
ე) AB წიბომდე; ვ) CD წიბომდე;
ზ) (ABC) სიბრტყემდე; თ) (BB1D) სიბრტყემდე. 

7  მოცემულია კუბი, რომლის წიბოა a სმ. 
(იხილე ნახ. 1). იპოვე მანძილი:
ა) AD წრფესა და BC წრფეს შორის; 
ბ) AB წრფესა და C1C წრფეს შორის;
გ) AD წიბოსა და BB1C1C წახნაგს შორის; 
დ) (ABC) სიბრტყესა და (A1B1C1) სიბრტყეს შორის.

8  მოცემულია კვადრატი, რომლის გვერდის სიგრძეა 6 სმ. მისი O ცენტრიდან აღ-
მართულია OM მართობი. OM=8 სმ. იპოვე მანძილი M წერტილიდან კვადრატის: 
ა) წვერომდე; ბ) გვერდამდე.

9  მოცემულია ABCD მართკუთხედი, რომლის გვერდების სიგრძეებია: AB=6 სმ; 
BC=8 სმ. B წვეროდან აღმართულია BM მართობი. BM=10 სმ. იპოვე მანძილი M 
წერტილიდან: 
ა) A წვერომდე; ბ) C წვერომდე; 
გ) D წვერომდე; დ) AB გვერდამდე;
ე) BC გვერდამდე; ვ) AD გვერდამდე;
ზ) CD გვერდამდე.
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10  მოცემულია კუბი, რომლის გვერდითი წახნაგის AB1 
დია გონალის სიგრძეა 8 2  სმ. იპოვე: 

ა) tg(∠B1AB); ბ) მანძილი AB-სა და DD1C1C წახნაგს 
შორის;
გ) (AB1)-სა და DD1C1C-ს შორის.

11  ABC სამკუთხედის წვეროები დაშორებულია a სიბ-
რტყიდან 4 სმ, 8 სმ და 10 სმ-ით. a⋂∆ABC=∅. 
იპოვე მანძილი: 
ა) გვერდების შუაწერტილებიდან სიბრტყემ დე; 
ბ) მედიანების გადაკვეთის წერტილიდან სიბ-
რტყემდე.

12  მოცემულია a წიბოს მქონე ABCDA1B1C1D1 
კუბი. იპოვე მანძილი AD წიბოსა და A1B დიაგო-
ნალს შორის. 

13  მე-9 ამოცანის პირობის მიხედვით, იპოვე მანძილი M წერტილიდან AC დიაგო-
ნალამდე.

14  ABCD პარალელოგრამის B წვეროდან აღ-
მართუ ლია BM მართობი. M წერტილი შეერ-
თებულია პარალელოგრამის დიაგონალების 
გადაკვეთის O წერტილთან. MO⊥AC. იპოვე 
პარალელოგრამის პერიმეტრი, თუ AB=12 სმ.

15  M წერტილი ABC მართკუთხა სამკუთხედის 
ყველა წვეროდან დაშორებულია 8 სმ-ის ტოლი 
მანძილით. იპოვე მანძილი M წერტილიდან 
(ABC) სიბრტყემდე, თუ კათეტები 6 სმ-ის და 8 სმ-ის ტოლია. 

16  ABC მართკუთხა სამკუთხედში ჩახაზული წრეწირის O ცენტრიდან სამკუთხედის 
სიბრტყისადმი აღმართულია OM მართობი. სამკუთხედის AC და BC კათეტები, 
შესაბამისად, 6 სმ და 8 სმ-ის ტოლია. OM=5 სმ. იპოვე მანძილი M წერტილიდან: 
ა) სამკუთხედის გვერდებამდე; ბ) სამკუთხედის წვეროებამდე.

17  მოცემულია DABC პირამიდა, რომლის ყველა წიბოს სიგრძეა a სმ. DO მართობულია 
ABC სიბ რტყის, DM მართობულია AB გვერ დის. 
ON მარ თობულია DM-ის. ა) დაამტკიცე, რომ 
ON მართობულია ABD სიბრტყის. ბ) გამოთვალე 
მან ძილი O წერტილიდან ABD სიბრტყემდე.
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ტესტი თვითშემოწმებისათვის №10 

1-3 ამოცანებში ისარგებლე მოცემული ნახაზით და
შემდეგი პირობებით: ABC წესიერი სამკუთედის O
ცენტრიდან აღმართულია OD მართობი. D წერტილი
შეერთებულია სამკუთხედის წვეროებთან.

1  ორწახნაგა კუთხე BC წიბოსთან არის:
ა) ∠DCO; ბ) ∠DKO;
გ) ∠ABC; დ) ∠ADK.

2  მანძილი O ცენტრიდან BCD წახნაგამდე არის:
ა) ON მონაკვეთის სიგრძე;
ბ) OK მონაკვეთის სიგრძე;
გ) OD მონაკვეთის სიგრძე;
დ) OC მონაკვეთის სიგრძე.

3  მანძილი D წერტილიდან (ABC) სიბრტყემდე არის:
ა) DK; ბ) DC; გ) DN; დ) DO.

4  მოცემულია კუბი. AB=a. BB1D1D-ს ფართობია:
ა) a2 ; ბ) 2a2;
გ) a2 2 ; დ) 4a.

5  კუბის წახნაგის C1D დიაგონალი 6 2  სმ-ის ტოლია.

რას უდრის მანძილი D1 წვეროდან ABCD კვადრატის 
დიაგონალების გადაკვეთის წერტილამდე?
ა) 3 6  სმ; ბ) 6 სმ; გ) 3 2  სმ; დ) 6 3  სმ.

6  ABCD კვადრატის O ცენტრიდან აღმართულია
8 სმ-ის ტოლი OM მართობი. M შეერთებულია DC 
გვერდის K შუა წერტილთან. რას უდრის MK მონა-
კვეთის სიგრძე, თუ DC=12 სმ?
ა) 8;  ბ) 12;  გ) 10;  დ) 7.

7  იხილე წინა ამოცანის პირობა. გამოთვალე MC-სა და (ABC)-ს შორის კუთხის ტან-
გენსი.

8  a სიბრტყის გარეთ აღებული A წერტილიდან a სიბრტყეზე დაშვებული AB მარ-
თობის სიგრძეა 10 სმ. AC დახრილსა და a სიბრტყეს შორის კუთხეა 30°. იპოვე AB 
მართობის გეგმილი AC დახრილზე.

აბა, სცადე! 

მოცემულია ABCDA1B1C1D1 კუბი. (იხილე 4.4 პარაგრაფის მე-8 ამოცანის ნახაზი). 
იპოვე (AB1D1) და (BDC1) სიბრტყეებს შორის მანძილი, თუ კუბის წიბოა a.
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mmTTeellii  kkuurrssiiss  ggaassaammeeoorreebbeellii  ddaavvaalleebbeebbii 

1. gamoTvale:

a) sin cos
6 3
 
+ ; b) tg180 cos90 ; −  g) 2sin cos tg ;

4 4 4
  

−

d) sin60 sin120 +  ;  e)cos30 cos150 +  ;   v) 
2

cos cos .
3 3
 
+

z) sin tg
6 4
 

− + −   
   
   

; T)
1cos

6 tg
6




− +
−

 
    

 
 

; i) ( ) ( )sin 210 cos 240−  + −  . 

2. ipove cos -s ricxviTi mniSvneloba, Tu 
5

sin ,
13 2

.
  =    

3. ipove tg -s ricxviTi mniSvneloba, Tu cos 0,6, 270 360 . =      

4. ipove sin -s ricxviTi mniSvneloba, Tu 
3 3

cos , .
5 2


  = −  

5. gaamartive gamosaxuleba:

a) ( )sin tg ;
2


  − + 
 
 

 b)
( )

3cos
2

tg ;




 

+

+

 
 
  ;  g) 4 4 2sin cos cos ;  − +

d)  
( )

( )

3cos sin
2 ;

cos 3


  

 

− + +

+

 
 
   e) 

( )2cos
1 1;
 −

− v) 4 4sin cos
2 2
     − − +   
   

. 

6. ipove:

a) ( )  
 
 

πf x = -3cos x +
4

funqciis mniSvneloba 
x =
4

wertilSi; 

b) ( )  
 
 

1f x = tg x -
2 6

funqciis mniSvneloba 
x =
3

wertilSi. 

7. ipove: a) 2y = 2sin x -1;  b) 2y =1- 2cos x funqciis mniSvnelobaTa simravle.

8. daadgine luwia Tu kenti funqcia: a) ( ) 2f x = x sinx + x ;  b) ( )
2

2 xf x = 3sin +
cosx

x . 

9. ipove: a) 
 
 
 

xy = tg + 3
4

;  b) y = sin3x + 2 funqciis umciresi dadebiTi periodi. 
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20. A wertilidan α sibrtyemde manZilia a sm, α sibrtyeze mdebare  B wertilamde
_ b sm, xolo α sibrtyeze A wertilis gegmilidan B wertilamde _ c sm. romeli
tolobaa marTebuli?

a) c2=a2+b2; b) a2=b2+c2; g) c=a+b; d) b2 =a2 +c2.

21. SesaZlebelia Tu ara, rom wina amocanis pirobebSi Seruldes a=b+c
toloba?

22. piramidis fuZe marTkuTxa samkuTxedia, romlis hipotenuzaa 12 sm. piramidis
wverodan  fuZis samive wveromde  10 sm-is toli manZilia. ipove manZili pira-
midis wverodan fuZis sibrtyemde.

23. ABCD paralelogramis A wvero Zevs α
sibrtyeSi, xolo danarCeni wveroebi ar 
Zevs α sibrtyeSi.  daamtkice, rom BC da 
CD  wrfeebi kveTen α sibrtyes

24. ABC samkuTxedis AB gverdi Zevs 
sibrtyeSi. C  . M da NSesabamisad, AC  da 
BCgverdebis Suawertilebia. daamtkice, rom 
MN .

25. M wertilidan  sibrtyeze daSve-
bulia MO marTobi da MA  da MB  daxrilebi, romelnic Tavis gegmilebTan 

45 ,= ∠MAO ∠MBO=30°  kuTxeebs adgenen. daxrilebs Soris kuTxe 90 -is 
tolia. ipove manZili daxrilTa 

fuZeebs Soris, Tu MA = 3 sm.

26. ABC tolferda marTkuTxa 
samkuTxedis AB hipotenuza α 

sibrtyeSi, xolo C wvero α sibrtyis 

gareT mdebareobs. AB =12 3 sm, 
xolo C wertilidan sibrtyemde 
manZili DC = 9 sm. ipove kuTxe ABC
samkuTxedis sibrtyesa da α sibrtyes 
Soris. 

C

B
D

A

C

A

B

D

F

10. romelia meti:

a) 
3

sin
4


 Tu 
9

sin ?
8


 b)
 

 
 

-
9sin
8

 Tu 
9

sin ?
8


d) cos
3


 Tu  
4

cos ?
5


e) tg
5


 Tu 
5

tg ?
9


v) tg1 Tu tg0,2? z) sin3 Tu sin1,6?

11. gamoTvale:

 a)
3

arcsin ;
2

b) arccos ;0 g) ;
1arctg
3

d) ( )arcsin ;1−

e) ( );3arctg - v) arccos ;
3

2
 
−  
 

z) arcsin ;
2
1

−
 
 
 

T) arccos
1 .
2

 − 
 

12. amoxseni gantoleba:

a) 2sinx +1=0 ;  b) ;3 0=3tgx - g) ;2cosx -1= 0  d)
 
 
 

sin x + = -1π
4

;   

e) ;cos3x = -1 v) ( ) 1; =tg x - z) sin x 1
6


− = −
 
 
 

;  T) .x2cos = - 2
2

13. amoxseni 22sin 5sin 02x x− + =  gantoleba da ipove  ;0  SualedSi

moTavsebuli amonaxsnebi. 

14. ABC samkuTxedSi AB= 5sm,  BC=6sm,  xolo 
1cos∠B = - .

20
ipove: a) mesame gverdi; 

b) farTobi; g) Semoxazuli wris radiusi; d) Caxazuli wris radiusi.

15. ABC samkuTxedSi AB=6 sm,  BC=8 sm,  xolo samkuTxedis farTobia 12 sm2..
gamoTvale  B kuTxis sidide.

16. marTkuTxa samkuTxedSi marTi kuTxis wverodan gavlebuli biseqtrisa
hipotenuzas 6 santimetrisa da 8 santimetris tol monakveTebad hyofs.
gamoTvale biseqtrisis sigrZe.

17. samkuTxedis ori gverdia 13 sm da 15 sm, xolo mesame gverdis mediana 7 sm.
ipove: a) mesame gverdi; b) farTobi.

18. M, N, P da Q wertilebi ar Zevs erT sibrtyeSi. SesaZlebelia Tu ara, rom MQ
da NP wrfeebi kveTdnen erTmaneTs? 

19. daadgine, WeSmaritia  Tu ara gamonaTqvami: Tu paralelogramis ori wvero da
diagonalebis gadakveTis wertili  sibrtyeSia, maSin paralelogramic  
sibrtyeSia.
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20. A wertilidan α sibrtyemde manZilia a sm, α sibrtyeze mdebare  B wertilamde
_ b sm, xolo α sibrtyeze A wertilis gegmilidan B wertilamde _ c sm. romeli
tolobaa marTebuli?

a) c2=a2+b2; b) a2=b2+c2; g) c=a+b; d) b2 =a2 +c2.

21. SesaZlebelia Tu ara, rom wina amocanis pirobebSi Seruldes a=b+c
toloba?

22. piramidis fuZe marTkuTxa samkuTxedia, romlis hipotenuzaa 12 sm. piramidis
wverodan  fuZis samive wveromde  10 sm-is toli manZilia. ipove manZili pira-
midis wverodan fuZis sibrtyemde.

23. ABCD paralelogramis A wvero Zevs α
sibrtyeSi, xolo danarCeni wveroebi ar 
Zevs α sibrtyeSi.  daamtkice, rom BC da 
CD  wrfeebi kveTen α sibrtyes

24. ABC samkuTxedis AB gverdi Zevs 
sibrtyeSi. C  . M da NSesabamisad, AC  da 
BCgverdebis Suawertilebia. daamtkice, rom 
MN .

25. M wertilidan  sibrtyeze daSve-
bulia MO marTobi da MA  da MB  daxrilebi, romelnic Tavis gegmilebTan 

45 ,= ∠MAO ∠MBO=30°  kuTxeebs adgenen. daxrilebs Soris kuTxe 90 -is 
tolia. ipove manZili daxrilTa 

fuZeebs Soris, Tu MA = 3 sm.

26. ABC tolferda marTkuTxa 
samkuTxedis AB hipotenuza α 

sibrtyeSi, xolo C wvero α sibrtyis 

gareT mdebareobs. AB =12 3 sm, 
xolo C wertilidan sibrtyemde 
manZili DC = 9 sm. ipove kuTxe ABC
samkuTxedis sibrtyesa da α sibrtyes 
Soris. 

C

B
D

A

C

A

B

D

F

10. romelia meti:

a) 
3

sin
4


 Tu 
9

sin ?
8


 b)
 

 
 

-
9sin
8

 Tu 
9

sin ?
8


d) cos
3


 Tu  
4

cos ?
5


e) tg
5


 Tu 
5

tg ?
9


v) tg1 Tu tg0,2? z) sin3 Tu sin1,6?

11. gamoTvale:

 a)
3

arcsin ;
2

b) arccos ;0 g) ;
1arctg
3

d) ( )arcsin ;1−

e) ( );3arctg - v) arccos ;
3

2
 
−  
 

z) arcsin ;
2
1

−
 
 
 

T) arccos
1 .
2

 − 
 

12. amoxseni gantoleba:

a) 2sinx +1=0 ;  b) ;3 0=3tgx - g) ;2cosx -1= 0  d)
 
 
 

sin x + = -1π
4

;   

e) ;cos3x = -1 v) ( ) 1; =tg x - z) sin x 1
6


− = −
 
 
 

;  T) .x2cos = - 2
2

13. amoxseni 22sin 5sin 02x x− + =  gantoleba da ipove  ;0  SualedSi

moTavsebuli amonaxsnebi. 

14. ABC samkuTxedSi AB= 5sm,  BC=6sm,  xolo 
1cos∠B = - .

20
ipove: a) mesame gverdi; 

b) farTobi; g) Semoxazuli wris radiusi; d) Caxazuli wris radiusi.

15. ABC samkuTxedSi AB=6 sm,  BC=8 sm,  xolo samkuTxedis farTobia 12 sm2..
gamoTvale  B kuTxis sidide.

16. marTkuTxa samkuTxedSi marTi kuTxis wverodan gavlebuli biseqtrisa
hipotenuzas 6 santimetrisa da 8 santimetris tol monakveTebad hyofs.
gamoTvale biseqtrisis sigrZe.

17. samkuTxedis ori gverdia 13 sm da 15 sm, xolo mesame gverdis mediana 7 sm.
ipove: a) mesame gverdi; b) farTobi.

18. M, N, P da Q wertilebi ar Zevs erT sibrtyeSi. SesaZlebelia Tu ara, rom MQ
da NP wrfeebi kveTdnen erTmaneTs? 

19. daadgine, WeSmaritia  Tu ara gamonaTqvami: Tu paralelogramis ori wvero da
diagonalebis gadakveTis wertili  sibrtyeSia, maSin paralelogramic  
sibrtyeSia.
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27. naxazze mocemuli  da   sibrtyeebi gadakveTilia

MN da MF wrfeebiT, xolo Sesabamisi kveTis

wertilebia: 1 2 1 2P , P , Q , Q . ipove 1 2PP ,Tu 

1 1 1 2MP : MQ = 3 : 4, Q Q = 72 sm. 

28. gamoTvale:

a)  32 7log 5log 3 log 92 , , 73 ;

b) ( ) ( ) 332 2
2 log 7log 7log 3 log 5 22 , ,3 3 ;+

g) ( )7
lg7log 32 3lg5, ,7 10 0,1 ;

d) 8 3 25log 5 log 10 log 493 , ,2 9 5 .

29. amoxseni gantoleba:

a) 
1
327 9 ;x = b) ( )

2 2,50,5 2;x x+ −
=

     g) 1 29 3 18;x x+ + =+  d) 1 13 10.3x x+ − =+
30. gamoTvale:

a) 2 2 3 3log 4; log ; log ; log ; lg ;16 27 81 100  b) 3 5
4 5 5 49log ; log ; log ; log

11 5 7 .
5

31. ipove x:

a) ;5log x = 2 b) ;3log x = -1  g) ;1
6

log x = -3 d) ;5log x = 0

e)  ;x
1log = 2

16
v) log 81 ;4x =  z) 

1
log ;2

4x = − T) log 27 3.x =

32. amoxseni gantoleba:

a) x-916 = 0,5 ; b) ; 
 
 

x-131 = 3
9

 g) ;3x-4 -5x+23 : 3 = 27  d) x-75 = 1 ;
125

e) ; 
 
 

6-2x1 = 4
2

v) ;-5+x = 7299  z) 
 
 
 

-3+x1 = 512;
8

 T) .2x-6 5-3x6 6 = 216×

33. amoxseni utoleba:

a) ;
2x -15 0,2> b) ( ) ;

2x -20,2 5>  g) x ;13 <
9

 d) 
 
 
 

x+11 > 4.
2

34. amoxseni gantoleba:

a) ( ) ;2log x -15 = 4 b) ( ) ( )lg x -1 +lg x +1 = 0 ;  

g) ( )2lg x - 2x - 4 = lg11;  d) .2lg x + 2lgx = 8
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35. amoxseni utoloba:

a) ;0,6og x > 2l  b) ;7og x <1l g) ;gx ≥ -3l d) lgx ≤ –2.

36. mocemulia 1 1 1 1ABCDA B C D  paralelepipedi. 

daasaxele veqtori, romlis sawyisi da bolo 
wertilebia paralelepipedis wveroebi da 
tolia:      

 a) 1 1 1A B BC + DD CD+ + jamis;     

b) AB − 1CC sxvaobis. 

37. ABC samkuTxedis sibrtyis gareT aRebulia D wertili. M da N Sesabamisad AB

da DC monakveTebis Sua wertilebia. warmoadgine MN veqtori DA, DB da DC
veqtorebis saSualebiT. 

38. aranulovani a  veqtoris pirveli da meore koordinatebi 0-is, xolo mesame

koordinati -1-is tolia. ras udris kuTxe  a  veqtorsa da i, j da k ortebs
Soris?

39. ipove kuTxe ( )a 0;1; 1−  da ( )b 1;0; 1−  veqtorebs Soris.

40. ra aris imis albaToba, rom 58-dan 82-mde (CaTvliT)naturaluri ricxvebidan 
SemTxveviT amoRebuli ricxvi iqneba 6-is jeradi?

41. fabrikis mier gamoSvebuli yoveli 1000 cali maisuridan   3 maisuri 
defeqtiania. ra aris imis albaToba, rom SeZenili ori maisuridan arcerTi 
araa defeqtiani?

42. moswavleTa raionul konferenciaSi 3  me-10 klaseli, 5   me-11 klaseli da 4 
me-12 klaseli moswavle monawileobs. gamomsvlelTa Tanmimdevroba maT 
Soris kenWisyriT unda dadgindes. ra aris imis albaToba, rom pirveli 
gamomsvleli iqneba me-10 klaseli, xolo meore gamomsvleli me-11 klaseli?

43. ori kamaTelis gagorebisas erT-erT kamaTelze movida 6 qula. ra aris imis 
albaToba, rom meore kamaTelze mova: a) 6 qula? b) 5 qula?

27. naxazze mocemuli  da   sibrtyeebi gadakveTilia

MN da MF wrfeebiT, xolo Sesabamisi kveTis

wertilebia: 1 2 1 2P , P , Q , Q . ipove 1 2PP ,Tu 

1 1 1 2MP : MQ = 3 : 4, Q Q = 72 sm. 

28. gamoTvale:

a)  32 7log 5log 3 log 92 , , 73 ;

b) ( ) ( ) 332 2
2 log 7log 7log 3 log 5 22 , ,3 3 ;+

g) ( )7
lg7log 32 3lg5, ,7 10 0,1 ;

d) 8 3 25log 5 log 10 log 493 , ,2 9 5 .

29. amoxseni gantoleba:

a) 
1
327 9 ;x = b) ( )

2 2,50,5 2;x x+ −
=

     g) 1 29 3 18;x x+ + =+  d) 1 13 10.3x x+ − =+
30. gamoTvale:

a) 2 2 3 3log 4; log ; log ; log ; lg ;16 27 81 100  b) 3 5
4 5 5 49log ; log ; log ; log

11 5 7 .
5

31. ipove x:

a) ;5log x = 2 b) ;3log x = -1  g) ;1
6

log x = -3 d) ;5log x = 0

e)  ;x
1log = 2

16
v) log 81 ;4x =  z) 

1
log ;2

4x = − T) log 27 3.x =

32. amoxseni gantoleba:

a) x-916 = 0,5 ; b) ; 
 
 

x-131 = 3
9

 g) ;3x-4 -5x+23 : 3 = 27  d) x-75 = 1 ;
125

e) ; 
 
 

6-2x1 = 4
2

v) ;-5+x = 7299  z) 
 
 
 

-3+x1 = 512;
8

 T) .2x-6 5-3x6 6 = 216×

33. amoxseni utoleba:

a) ;
2x -15 0,2> b) ( ) ;

2x -20,2 5>  g) x ;13 <
9

 d) 
 
 
 

x+11 > 4.
2

34. amoxseni gantoleba:

a) ( ) ;2log x -15 = 4 b) ( ) ( )lg x -1 +lg x +1 = 0 ;  

g) ( )2lg x - 2x - 4 = lg11;  d) .2lg x + 2lgx = 8
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ssaaxxeellmmZZRRvvaanneellooSSii  ggaammooyyeenneebbuullii  ssiimmbboollooeebbii  

A ∈a_ A wertili mdebareobs a wrfeze;  

a∸b  _ a da b acdenili wrfeebia ; 

  −a⊂ a wrfe mdebareobs α sibrtyeSi;  

 _ paraleluria; 

⊥  _ marTobulia; 

  _  ekuTvnis ( x ∈ X  _ x elementi ekuTvnis X simravles); 

  _ ar kuTvnis ( x X  _ x elementi ar ekuTvnis X simravles); 

A∩B  _ A  da B simravleTa TanakveTa;  

A∪B  _ A  da B simravleTa gaerTianeba;  

A \B  _  A  da B simravleTa sxvaoba; 

A⊂B_ A simravle B simravlis qvesimravlea;  

F∼G  _ F  da G figurebi msgavsia; 

  _ gamomdinareobs; 

_ tolfasia; 

Pn _ gadanacvlebaTa raodenoba; 

n
mA _ wyobaTa raodenoba; 

n
mC _ jufTebaTa raodenoba;  

A  _ araA ; 

A+B _ ori gamonaTqvamis an/da ori xdomilobis jami; 

A·B _ ori gamonaTqvamis an/da ori xdomilobis namravli; 

( )p A _ A xdomilobis albaToba; 

( )p A / B _ A xdomilobis albaToba B pirobiT; 

ABCS  _ ABC samkuTxedis farTobi; 

   _ carieli simravle.  

 

ssaaggnnoobbrriivvii  ssaaZZiieebbeellii  
 

                                                                                            aa  
albaToba: 
                     
                    xdomilobis -------- ------------213 
albaTobis klasikuri sqema --------------214 
acdenili wrfeebi --------------------------97 

bb  
biseqtori   ---------------------------------  119   

gg  
galogariTmeba -----------------------------154 
gamonaTqvami -------------------------------- 9 
gantoleba:     
                    logariTmuli  ------------------ 161    
                   maCvenebliani     -----------------  144 
                   trigonometriuli  -------------- 73 

dd  
dagrovili sixSire       --------------------  208 
daxrili ------------------------------------  112 
                                                                                          ee  
elementarul xdomilobaTa sivrce ----- 182 
                                                                                          vv  
venis diagrama  ---------- ------------------  214 
veqtorebi: 
                    TanamimarTuli ------------------176 
                    kolinearuli --------------------176 
                    komplanaruli ------------------ 196 
toli ---------------------------------------- 176 
                                                                                          TT  
Teorema:          
                    kosinusebis ----------------------- 79 
                    sinusebis -------------------------  83 
                    sami perpendikularis ---------- 114  
                                                                                      mm 
manZili:  
                    sibrtyeebs  Soris --------------- 127 
                    wrfeebs Soris -------------------127 
                    wrfesa da sibrtyes Soris------127 
mediana   ---------------------------------------80 
mkveTi sibrtyeebi --------------------------  97 
mkveTi wrfeebi ------------------------------ 97  
monacemi: 
                    eqstremaluri -------------------204 
                    tipuri ----------------------------204 
                                            oo  
ordinata -------------------------------------42 
orwaxnaga kuTxe --------------------------- 118 
                                                                                         

pp  
paraleluri:  
                            dagegmileba ------------ 108 
                            sibrtyeebi ---------------97 
                            wrfeebi -------------------97 
pirobiTi albaToba       ----------------230 
potencireba ---------------------------154    

rr  
radiani ----------------------------------46 
rangi ------------------------------------208 
rTuli procentis formula  --------138  

    
  ss  

  
sibrtyeTa marTobuloba------------- 124 
skalaruli namravli ----------------   187 
standartuli gadaxra ----------------204 

uu  
utoloba: 
                            logariTmuli ----------169 
                            maCvenebliani  ---------- 165 
urTierTmarTobuli sibrtyeebi---- 124 

              
ff  

farTobi: 
                            samkuTxedis -------------88 
                            figuris gegmilis ------121 
                            daxrili figuris -------121 
funqcia: 
                            maCvenebliani ---------- 131 
                           logariTmuli ----------157 

SS  
SemTxveviTi eqsperimenti  ------------213 
SemTxveviTi movlena ------------------213 
                                                                                  xx  
xazovani kuTxe    -----------------------118 
xdomiloba: 
                            araTavsebadi-----------  214 
                            aucilebeli ------------ 214 
                            elementaruli--- -------213 
                            sawinaaRmdego ----------214 
                            SeuZlebeli -------------214 
                            xelSemwyobi----------  --50 
xdomilobaTa namravli---------------215 
xdomilobaTa jami---------------------215 
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ssaaxxeellmmZZRRvvaanneellooSSii  ggaammooyyeenneebbuullii  ssiimmbboollooeebbii  

A ∈a_ A wertili mdebareobs a wrfeze;  

a∸b  _ a da b acdenili wrfeebia ; 

  −a⊂ a wrfe mdebareobs α sibrtyeSi;  

 _ paraleluria; 

⊥  _ marTobulia; 

  _  ekuTvnis ( x ∈ X  _ x elementi ekuTvnis X simravles); 

  _ ar kuTvnis ( x X  _ x elementi ar ekuTvnis X simravles); 

A∩B  _ A  da B simravleTa TanakveTa;  

A∪B  _ A  da B simravleTa gaerTianeba;  

A \B  _  A  da B simravleTa sxvaoba; 

A⊂B_ A simravle B simravlis qvesimravlea;  

F∼G  _ F  da G figurebi msgavsia; 

  _ gamomdinareobs; 

_ tolfasia; 

Pn _ gadanacvlebaTa raodenoba; 

n
mA _ wyobaTa raodenoba; 

n
mC _ jufTebaTa raodenoba;  

A  _ araA ; 

A+B _ ori gamonaTqvamis an/da ori xdomilobis jami; 

A·B _ ori gamonaTqvamis an/da ori xdomilobis namravli; 

( )p A _ A xdomilobis albaToba; 

( )p A / B _ A xdomilobis albaToba B pirobiT; 

ABCS  _ ABC samkuTxedis farTobi; 

   _ carieli simravle.  

 

ssaaggnnoobbrriivvii  ssaaZZiieebbeellii  
 

                                                                                            aa  
albaToba: 
                     
                    xdomilobis -------- ------------213 
albaTobis klasikuri sqema --------------214 
acdenili wrfeebi --------------------------97 

bb  
biseqtori   ---------------------------------  119   

gg  
galogariTmeba -----------------------------154 
gamonaTqvami -------------------------------- 9 
gantoleba:     
                    logariTmuli  ------------------ 161    
                   maCvenebliani     -----------------  144 
                   trigonometriuli  -------------- 73 

dd  
dagrovili sixSire       --------------------  208 
daxrili ------------------------------------  112 
                                                                                          ee  
elementarul xdomilobaTa sivrce ----- 182 
                                                                                          vv  
venis diagrama  ---------- ------------------  214 
veqtorebi: 
                    TanamimarTuli ------------------176 
                    kolinearuli --------------------176 
                    komplanaruli ------------------ 196 
toli ---------------------------------------- 176 
                                                                                          TT  
Teorema:          
                    kosinusebis ----------------------- 79 
                    sinusebis -------------------------  83 
                    sami perpendikularis ---------- 114  
                                                                                      mm 
manZili:  
                    sibrtyeebs  Soris --------------- 127 
                    wrfeebs Soris -------------------127 
                    wrfesa da sibrtyes Soris------127 
mediana   ---------------------------------------80 
mkveTi sibrtyeebi --------------------------  97 
mkveTi wrfeebi ------------------------------ 97  
monacemi: 
                    eqstremaluri -------------------204 
                    tipuri ----------------------------204 
                                            oo  
ordinata -------------------------------------42 
orwaxnaga kuTxe --------------------------- 118 
                                                                                         

pp  
paraleluri:  
                            dagegmileba ------------ 108 
                            sibrtyeebi ---------------97 
                            wrfeebi -------------------97 
pirobiTi albaToba       ----------------230 
potencireba ---------------------------154    

rr  
radiani ----------------------------------46 
rangi ------------------------------------208 
rTuli procentis formula  --------138  

    
  ss  

  
sibrtyeTa marTobuloba------------- 124 
skalaruli namravli ----------------   187 
standartuli gadaxra ----------------204 

uu  
utoloba: 
                            logariTmuli ----------169 
                            maCvenebliani  ---------- 165 
urTierTmarTobuli sibrtyeebi---- 124 

              
ff  

farTobi: 
                            samkuTxedis -------------88 
                            figuris gegmilis ------121 
                            daxrili figuris -------121 
funqcia: 
                            maCvenebliani ---------- 131 
                           logariTmuli ----------157 

SS  
SemTxveviTi eqsperimenti  ------------213 
SemTxveviTi movlena ------------------213 
                                                                                  xx  
xazovani kuTxe    -----------------------118 
xdomiloba: 
                            araTavsebadi-----------  214 
                            aucilebeli ------------ 214 
                            elementaruli--- -------213 
                            sawinaaRmdego ----------214 
                            SeuZlebeli -------------214 
                            xelSemwyobi----------  --50 
xdomilobaTa namravli---------------215 
xdomilobaTa jami---------------------215 
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mmaaTTeemmaattiikkuurrii  lleeqqssiikkoonnii  

aannaallooggiiaa  –  (berZnuli sityva _ analogia _ `Sesatyvisoba~, msgavseba~.)  

aappooTTeemmaa  –  (berZnuli sityva - apothema --  `̀midgmuli~.) 
• wesier mravalkuTxedSi aris misi centridan  nebismier gverdze daSvebuli 

marTobuli monakveTi. 

•  wesier piramidaSi aris misi nebismieri gverdiTi waxnagis apoTema. 
aarrgguummeennttii  (funqciis)  – (TavsarTi laTinuri sityva - `sagani~, `niSani~) - damoukide-
beli cvladi sidide, romlis mniSvnelobiTac ganisazRvreba funqciis mniSvneloba. 

aaqqssiioommaa  – (berZnuli sityva  – axiōma) – am Tu im mecnierebaSi amosavlad miRebuli 
debuleba, romelic TviTon ar aris damtkicebuli, magram aucilebelia sxva debule-
baTa dasamtkiceblad. magaliTad, geometriuli aqsioma. 

ggrraadduussii  – (laTinuri sityva) –kuTxis sazomi erTeuli, romelic marTi kuTxis 1
90

nawilia. 
ggrraaffiikkii  – (berZnuli sityva  –  graphikos – `daxazuli~)  funqciis grafiki – wiri 
sibrtyeze, romelic gamosaxavs funqciis argumentze damokidebulebas. 

ddiiaaggoonnaallii  – (berZnuli sityva –dia ddaa  gonium –`kuTxeze~)    wrfis monakveTi, romelic 
mravalkuTxedis erT gverdTan aramdebare or wveros aerTebs. 
ddiiaammeettrrii  – (berZnuli sityva –  diametros – `ganiva~, `gamWoli~, `gamzomi~)  wrfis 
monakveTi, romelic mravalkuTxedis erT gverdTan aramdebare or wveros aerTebs. 
ddiissttrriibbiittuulloobbaa –  (laTinuri sityva – distributivus - `ganmanawilebeli@@)) – kanoni, 
romelic ukavSirdeba ricxvTa Sekrebasa da gamravlebas.  

vveerrttiikkaalluurrii  kkuuTTxxeeeebbii  – ( berZnuli sityva –  verticalis -`wveroseuli~). saerTo wveros 
mqone kuTxeTa wyvili, romelic ori wrfis gadakveTiT miiReba ise, rom erTi kuTxis 
gverdebi meore kuTxis gverdebis gagrZelebas warmoadgens.  

vveeqqttoorrii  –  (laTinuri sityva `gamavrcelebeli~) – wrfis mimarTuli monakveTi, 
romlis erT bolos hqvia veqtoris sawyisi, xolo meores – bolo.   

iinnddeeqqssii  – (laTinuri sityva - index `maCvenebeli~)  –ricxviTi an asoiTi maCvenebeli, 
romelic erTvis maTematikur gamosaxulebebs, maTi erTmaneTisagan gansxvavebis 
mizniT. 

iinntteerrvvaallii  – (laTinuri sityva –intervallum - ̀ Sualedi~, ̀ manZili~)  – namdvil ricxvTa 
simravle, romelic akmayofilebs a < x <b utolobas. 

iirraacciioonnaalluurrii  rriiccxxvvii  – (berZnuli sityva - irrationalis –` უგუნური~)  ricxvი, romelic 
araa racionaluri. 
kkaaTTeettii  –  (laTinuri sityva - katetos - `Sveuli~, `cicabo~)  – marTkuTxa samkuTxedis 
marTi kuTxis erTerTi gverdi. 
kkvviinnttiilliioonnii  –(laTinuri sityva - quaterni ) – ricxvi,  romelic erTianiTa da 
momdevno 18 nuliT Caiwereba erTerTi gverdi. 
kkoommuuttaattiiuurroobbaa  –  (laTinuri sityva - commutativus – `cvalebadi~) – jamisa da 
namravlis Tviseba, romelic a+b=b+a , ab=ba tolobiT gamoisaxeba.    

ZZiirriiTTaaddii  ffoorrmmuulleebbii  

  ttrriiggoonnoommeettrriiaa    

ddaayyvvaanniiss  ffoorrmmuulleebbii  ttrriiggiinnoommeettrriiuullii  
iiggiivveeoobbeebbii  

ssaammkkuuTTxxeeddeebbiiss  
aammooxxssnnaa  

( ) ( )sin 90°±α = cosα;  cos 90°± α = sinα;    

( )sin 180°±α = sinα; ( ) −cos 180°±α = sinα;

( ) −sin 270°±α = cosα;

( ) cos 270°±α = sinα.
  

180 ; = 

;

2 2

2
2

sin α + cos α =1;
sinα 1= tgα; 1+ tg α =
cosα cos α

          

;
a b c= =
sinA sinB sinC   

2 2 2c = a +b - 2abcosα.
  

xxaarriissxxii  ddaa  llooggaarriiTTmmii  

( )  
 
 

α α
α α α

α ;
a aab = a b ; =
b b

      ( ) ;=
βα αβa a

;
m

n mna = a         -α
α
1a = ;
a

      0a =1;   

  

c
alog b = c⇔a =b;   
( )a a alog bc = log b + log c;

  

a a a

blog = log b - log c;
c     

= α
a alog b log b

  

;c
a

c

log b
log b =

log b   

e10 .lga = log a lna = log a;
  

vveeqqttoorreebbii  

;    1 2 1 2 1 2a b = a bcosα = x x + y y + z z
    ( ); ;2 2 2a x;y;z a = x + y + z

  
.1 1 2 2 3 3

2 2 2

x y + x y + x y
cosα =

x + y + z   

  ffaarrTToobbii  
ssaammkkuuTTxxeeddiiss  

a b c ;
ah bh ch absinαS= = = ; S =
2 2 2 2   

ttoollggvveerrddaa  ssaammkkuuTTxxeeddSSii::  
2a 3 a 3 a 3S = ; R = ; r =
4 3 6     

ssaammkkuuTTxxeeddiiss

( )( )( )

;

a+b+cS= p p -a p -b p - c , p = ;
2

abcS= S=pr.
4R

  

wwrriiss  
2;S = r

    
sseeqqttoorriiss  

2πr αS= .
360   

  mmaarrTTkkuuTTxxaa  ssaammkkuuTTxxeeddii    
           

a b asinα = , cosα = , tgα = .
c c b

 

c a + b - cR = ; r =
2 2

 

                                                       
  





 

2
c c

2
c

2
c

h = a b

a = a c

b = b c
a b = h c

  

aarriiTTmmeettiikkuullii  pprrooggrreessiiaa  ggeeoommeettrriiuullii  pprrooggrreessiiaa  

( ) ( ) .1
n 1 n

2a +d n-1
a = a +d n-1 ; S = n

2     
( )

.
n

1n-1
n 1 n

a 1- q
a = a q ; S =

1- q   

aallbbaaTToobbaa  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

; .


= 
p A B

p A +p A =1; p A +B p A +p B -p A B P A /B =
p B   

           
 

α 
a 

b 

c 

C 

A B K bc ac c 

a b h 

საცნობარო მასალა
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mmaaTTeemmaattiikkuurrii  lleeqqssiikkoonnii  

aannaallooggiiaa  –  (berZnuli sityva _ analogia _ `Sesatyvisoba~, msgavseba~.)  

aappooTTeemmaa  –  (berZnuli sityva - apothema --  `̀midgmuli~.) 
• wesier mravalkuTxedSi aris misi centridan  nebismier gverdze daSvebuli 

marTobuli monakveTi. 

•  wesier piramidaSi aris misi nebismieri gverdiTi waxnagis apoTema. 
aarrgguummeennttii  (funqciis)  – (TavsarTi laTinuri sityva - `sagani~, `niSani~) - damoukide-
beli cvladi sidide, romlis mniSvnelobiTac ganisazRvreba funqciis mniSvneloba. 

aaqqssiioommaa  – (berZnuli sityva  – axiōma) – am Tu im mecnierebaSi amosavlad miRebuli 
debuleba, romelic TviTon ar aris damtkicebuli, magram aucilebelia sxva debule-
baTa dasamtkiceblad. magaliTad, geometriuli aqsioma. 

ggrraadduussii  – (laTinuri sityva) –kuTxis sazomi erTeuli, romelic marTi kuTxis 1
90

nawilia. 
ggrraaffiikkii  – (berZnuli sityva  –  graphikos – `daxazuli~)  funqciis grafiki – wiri 
sibrtyeze, romelic gamosaxavs funqciis argumentze damokidebulebas. 

ddiiaaggoonnaallii  – (berZnuli sityva –dia ddaa  gonium –`kuTxeze~)    wrfis monakveTi, romelic 
mravalkuTxedis erT gverdTan aramdebare or wveros aerTebs. 
ddiiaammeettrrii  – (berZnuli sityva –  diametros – `ganiva~, `gamWoli~, `gamzomi~)  wrfis 
monakveTi, romelic mravalkuTxedis erT gverdTan aramdebare or wveros aerTebs. 
ddiissttrriibbiittuulloobbaa –  (laTinuri sityva – distributivus - `ganmanawilebeli@@)) – kanoni, 
romelic ukavSirdeba ricxvTa Sekrebasa da gamravlebas.  

vveerrttiikkaalluurrii  kkuuTTxxeeeebbii  – ( berZnuli sityva –  verticalis -`wveroseuli~). saerTo wveros 
mqone kuTxeTa wyvili, romelic ori wrfis gadakveTiT miiReba ise, rom erTi kuTxis 
gverdebi meore kuTxis gverdebis gagrZelebas warmoadgens.  

vveeqqttoorrii  –  (laTinuri sityva `gamavrcelebeli~) – wrfis mimarTuli monakveTi, 
romlis erT bolos hqvia veqtoris sawyisi, xolo meores – bolo.   

iinnddeeqqssii  – (laTinuri sityva - index `maCvenebeli~)  –ricxviTi an asoiTi maCvenebeli, 
romelic erTvis maTematikur gamosaxulebebs, maTi erTmaneTisagan gansxvavebis 
mizniT. 

iinntteerrvvaallii  – (laTinuri sityva –intervallum - ̀ Sualedi~, ̀ manZili~)  – namdvil ricxvTa 
simravle, romelic akmayofilebs a < x <b utolobas. 

iirraacciioonnaalluurrii  rriiccxxvvii  – (berZnuli sityva - irrationalis –` უგუნური~)  ricxvი, romelic 
araa racionaluri. 
kkaaTTeettii  –  (laTinuri sityva - katetos - `Sveuli~, `cicabo~)  – marTkuTxa samkuTxedis 
marTi kuTxis erTerTi gverdi. 
kkvviinnttiilliioonnii  –(laTinuri sityva - quaterni ) – ricxvi,  romelic erTianiTa da 
momdevno 18 nuliT Caiwereba erTerTi gverdi. 
kkoommuuttaattiiuurroobbaa  –  (laTinuri sityva - commutativus – `cvalebadi~) – jamisa da 
namravlis Tviseba, romelic a+b=b+a , ab=ba tolobiT gamoisaxeba.    
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pp  aa  ss  uu  xx  ee  bb  ii    

  

TTaavvii  11  
1.1 ..  a), d) da e).   33..  lukas varaudi.   44..  Seasrula. 55..  ar  Seasrula.               66..  13.  77.. 3.  

88..  a).  99.. a) da d).  1144.. araa tolfasi. 1155..  A ⇒BWeSmaritia, B⇒A da A B  mcdari. 
1166--1177..  WeSmaritia samive gamonaTqvami. 

1.2 11..  g). 22..  d) ( ); 2 2 2 2; . − −  +   33..  a)10-is jeradi ricxvebi;  d) kenti ricxvebi. 

44..  namravli _  ,  jami _ ( ) ( );1 4;−  + . 55..  namravli  (2;5) wertili; jami_ ori 

wrfis gaerTianeba. 77..  namravli_rgoli, jami mTeli sibrtye. 88..  paralelo-
gramebis simravle. 

1.3 
 
 
 

1.4 
 

44.. SeiZleba orive iyos WeSmariti an orive mcdari 55.. a)1 arc martivia da arc 

Sedgenili; b) 25 ar iyofa 2-ze da ar iyofa 3-ze, magram iyofa 5-ze; g) 2  araa 
racionaluri; d) ar Caixazeba Tu kvadrati araa. 
  
77.. g) samkuTxedi maSin da mxolod maSinaa marTkuTxa, roca romelime 
gverdis mediana am gverdis naxevris tolia. 

  

TTaavvii  22   
  

22..11  55.. e.  66..  e)  -3,75.  88.. e)  3,(142857). 1111..  a) 
7
9

;  b) 1;  i)
41821

99900
;  k) 

29
165

.  1122.. 
11
20

.              

1133.. 
22 23, .
27 27

 

  

22..22  11.. a) 2,2; b)2,6.   33.. 4,882. 44..  a), e) da v). 66.. a)
31
7

b) 10; g)11; d) 2 . 88..  pirvelis, 2-jer.                  

99.. 1,414 m.   1100.. 50 sm.   1122.
7931
9999

.   

  

22..33  
  
  
  
  
  
  

  
22..44  

5.  a) ;60 47a  v) .24 65x   77..  a) 2; o) 225.  88..  a) 0,2; d) 2.  99..  a)
1

3
3 ;  b) 26; g) 2; d)6. 1111..  a)0,5;    

b)
16
45

− .  1122..  a) x+1; b) - x .  1133..  a) 8;  b) -2x; g) 2x; d) 2x. 1144..  a)
2 1x = , y =
7 14

;   

b) 
7
9

2x = , y = -
3

. 1155..  a) 2;  b) 2; g) 0,1. 1166..  a) 20;  d)2 5. 1177..  3000 lari.   1188..  2000 lari.  

1199..  71 dolari.  2200..  20%- iT. 2211..  1023. 
 
11..  20%. 22.. 1000 lari. 33.. 3,71 lari. 44.. a) 50%-iT; b) 125%-iT. 55.. a) 25%-iT;                    
b) 43,75%-iT. 66.. a) 33,(3)%-iT; b) 70,37%-iT. 77.. 715,82 lari. 88.. 40000 lari. 

99.. 3570 lari.  1100.. 2000 lari.  1111.. 1516 lari.  1122.. 13800 lari.  1133.. 219,40 lari. 

1144.. 64680 lari. 1155.. 3,4%.   aabbaa,,  ssccaaddee!! 2038wlis martSi. 
  

  

kkoooorrddiinnaatteebbii – (laTinuri sityva –ordinates – `gansazRvruli~)  garkveuli wesiT 
aRebuli ricxvebi, romelnic gansazRvraven wertilis mdebareobas wrfeze, 
sibrtyeSi, sivrceSi.   

kkoossiinnuussii –  (laTinuri sityva – complementi sinus, complementus –`Sevseba~, `dama-

teba~,  sinus – foso~, `Rrmuli~)  trigonometriuli funqcia. 

llooggaarriiTTmmii  –  (berZnuli sityva – logos – `damokidebuleba~ ,  arithmos  – `ricxvi~) 
xarisxis maCvenebeli m, romelSic unda avaxarisxoT a  , rom miviRoT N.    

mmaassSSttaabbii  – (germanuli sityva mas – `zoma~, stab – `joxi~)  naxazze mocemuli 
monakveTis sigrZis fardoba Sesabamisi monakveTis naturalur sigrZesTan.  

mmaaqqssiimmuummii  – (laTinuri sityva – maximum –`udidesi~) funqciis udidesi mniSvneloba, 
romelic gansazRvrulia misi gansazRvris aris simravleze. 

mmeeddiiaannaa (samkuTxedis)  – (laTinuri sityva -  medianus –`Sua~, `saSualo~) monakveTi, 
romelic samkuTxedis wveros mopirdapire gverdis Sua wertilTan aerTebs.  

oorrddiinnaattaa  –  (laTinuri sityva –  ordinatum - „riგის mixedviT~, `wesrigis mixedviT ~) 
wertilis erT erTi koordinati dekartis koordinatTa sistemaSi (rogor wesi - 
meore), romelic y asoTi aRiniSneba. 

ppaarraalleelleeppiippeeddii  – (berZnuli sityva - parallelos –`paraleluri~ da  epipedos - `zeda-
piri~)  sivrciTi figura, romlis eqvsive waxnagi paralelogramia. 

ppaarraalleellooggrraammii  –(berZnuli sityva – parallelos – `paraleluri~ da `xazebi~)  
oTxkuTxedi, romlis mopirapire gverdebi wyvil-wyvilad paraleluria. 

rraaddiiuussii  – (laTinuri sityva  –radius –`Cxiri borbalSi~) monakveTi, romelic wrewiris 
centrs mis romelime wertilTan aerTebs. 

rriiccxxvvii   –  wrewiris sigrZis diametrTan fardoba. 3,1415926...   
sstteerreeoommeettrriiaa  – (berZnuli sityva – stereos–`moculobiTi~ da metreo –`gazomva~)  
geometriis nawili, romelic sivrciT figurebs Seiswavlis. 
ttrriiggoonnoommeettrriiaa  – (berZnuli sityva – trigonon – `samkuTxedi~ da metreo –`gazomva~)   
Seiswavlis trigonometriul funqciebsa da maT gamoyenebas geometriaSi. 

ffuunnqqcciiaa  – (laTinuri sityva – functio –`Sesruleba~) maTematikis erT erTi ZiriTadi 
cneba, romelic gamosaxavs erTi cvladi sididis damokidebulebas meoreze. 

hhiippeerrbboollaa  –  (berZnuli sityva – hyperballo – `̀gavdivar raRacis gavliT~) gaxsnili 
mrudi ori usasrulod gagrZelebuli StoTi. 

hhiippootteennuuzzaa  –  ( berZnuli sityva –gyipotenusa  ` momWimavi~)   marTkuTxa samkuTxedis,  
marTi kuTxis mopirdapire gverdi.    

hhoommooTTeettiiaa  –  (berZnuli sityva – ` toli~, `erTnairi~)  msgavsi figurebis iseTi ganla-
geba, romlis drosac am figurebis Sesabamisi werilebis SemaerTebeli wrfeebi erT 
 wertilSi gadaikveTeba. 

 

 
 
 

 

DO N
OT C

OPY



239

  
pp  aa  ss  uu  xx  ee  bb  ii    

  

TTaavvii  11  
1.1 ..  a), d) da e).   33..  lukas varaudi.   44..  Seasrula. 55..  ar  Seasrula.               66..  13.  77.. 3.  

88..  a).  99.. a) da d).  1144.. araa tolfasi. 1155..  A ⇒BWeSmaritia, B⇒A da A B  mcdari. 
1166--1177..  WeSmaritia samive gamonaTqvami. 

1.2 11..  g). 22..  d) ( ); 2 2 2 2; . − −  +   33..  a)10-is jeradi ricxvebi;  d) kenti ricxvebi. 

44..  namravli _  ,  jami _ ( ) ( );1 4;−  + . 55..  namravli  (2;5) wertili; jami_ ori 

wrfis gaerTianeba. 77..  namravli_rgoli, jami mTeli sibrtye. 88..  paralelo-
gramebis simravle. 

1.3 
 
 
 

1.4 
 

44.. SeiZleba orive iyos WeSmariti an orive mcdari 55.. a)1 arc martivia da arc 

Sedgenili; b) 25 ar iyofa 2-ze da ar iyofa 3-ze, magram iyofa 5-ze; g) 2  araa 
racionaluri; d) ar Caixazeba Tu kvadrati araa. 
  
77.. g) samkuTxedi maSin da mxolod maSinaa marTkuTxa, roca romelime 
gverdis mediana am gverdis naxevris tolia. 

  

TTaavvii  22   
  

22..11  55.. e.  66..  e)  -3,75.  88.. e)  3,(142857). 1111..  a) 
7
9

;  b) 1;  i)
41821

99900
;  k) 

29
165

.  1122.. 
11
20

.              

1133.. 
22 23, .
27 27

 

  

22..22  11.. a) 2,2; b)2,6.   33.. 4,882. 44..  a), e) da v). 66.. a)
31
7

b) 10; g)11; d) 2 . 88..  pirvelis, 2-jer.                  

99.. 1,414 m.   1100.. 50 sm.   1122.
7931
9999

.   

  

22..33  
  
  
  
  
  
  

  
22..44  

5.  a) ;60 47a  v) .24 65x   77..  a) 2; o) 225.  88..  a) 0,2; d) 2.  99..  a)
1

3
3 ;  b) 26; g) 2; d)6. 1111..  a)0,5;    

b)
16
45

− .  1122..  a) x+1; b) - x .  1133..  a) 8;  b) -2x; g) 2x; d) 2x. 1144..  a)
2 1x = , y =
7 14

;   

b) 
7
9

2x = , y = -
3

. 1155..  a) 2;  b) 2; g) 0,1. 1166..  a) 20;  d)2 5. 1177..  3000 lari.   1188..  2000 lari.  

1199..  71 dolari.  2200..  20%- iT. 2211..  1023. 
 
11..  20%. 22.. 1000 lari. 33.. 3,71 lari. 44.. a) 50%-iT; b) 125%-iT. 55.. a) 25%-iT;                    
b) 43,75%-iT. 66.. a) 33,(3)%-iT; b) 70,37%-iT. 77.. 715,82 lari. 88.. 40000 lari. 

99.. 3570 lari.  1100.. 2000 lari.  1111.. 1516 lari.  1122.. 13800 lari.  1133.. 219,40 lari. 

1144.. 64680 lari. 1155.. 3,4%.   aabbaa,,  ssccaaddee!! 2038wlis martSi. 
  

  

kkoooorrddiinnaatteebbii – (laTinuri sityva –ordinates – `gansazRvruli~)  garkveuli wesiT 
aRebuli ricxvebi, romelnic gansazRvraven wertilis mdebareobas wrfeze, 
sibrtyeSi, sivrceSi.   

kkoossiinnuussii –  (laTinuri sityva – complementi sinus, complementus –`Sevseba~, `dama-

teba~,  sinus – foso~, `Rrmuli~)  trigonometriuli funqcia. 

llooggaarriiTTmmii  –  (berZnuli sityva – logos – `damokidebuleba~ ,  arithmos  – `ricxvi~) 
xarisxis maCvenebeli m, romelSic unda avaxarisxoT a  , rom miviRoT N.    

mmaassSSttaabbii  – (germanuli sityva mas – `zoma~, stab – `joxi~)  naxazze mocemuli 
monakveTis sigrZis fardoba Sesabamisi monakveTis naturalur sigrZesTan.  

mmaaqqssiimmuummii  – (laTinuri sityva – maximum –`udidesi~) funqciis udidesi mniSvneloba, 
romelic gansazRvrulia misi gansazRvris aris simravleze. 

mmeeddiiaannaa (samkuTxedis)  – (laTinuri sityva -  medianus –`Sua~, `saSualo~) monakveTi, 
romelic samkuTxedis wveros mopirdapire gverdis Sua wertilTan aerTebs.  

oorrddiinnaattaa  –  (laTinuri sityva –  ordinatum - „riგის mixedviT~, `wesrigis mixedviT ~) 
wertilis erT erTi koordinati dekartis koordinatTa sistemaSi (rogor wesi - 
meore), romelic y asoTi aRiniSneba. 

ppaarraalleelleeppiippeeddii  – (berZnuli sityva - parallelos –`paraleluri~ da  epipedos - `zeda-
piri~)  sivrciTi figura, romlis eqvsive waxnagi paralelogramia. 

ppaarraalleellooggrraammii  –(berZnuli sityva – parallelos – `paraleluri~ da `xazebi~)  
oTxkuTxedi, romlis mopirapire gverdebi wyvil-wyvilad paraleluria. 

rraaddiiuussii  – (laTinuri sityva  –radius –`Cxiri borbalSi~) monakveTi, romelic wrewiris 
centrs mis romelime wertilTan aerTebs. 

rriiccxxvvii   –  wrewiris sigrZis diametrTan fardoba. 3,1415926...   
sstteerreeoommeettrriiaa  – (berZnuli sityva – stereos–`moculobiTi~ da metreo –`gazomva~)  
geometriis nawili, romelic sivrciT figurebs Seiswavlis. 
ttrriiggoonnoommeettrriiaa  – (berZnuli sityva – trigonon – `samkuTxedi~ da metreo –`gazomva~)   
Seiswavlis trigonometriul funqciebsa da maT gamoyenebas geometriaSi. 

ffuunnqqcciiaa  – (laTinuri sityva – functio –`Sesruleba~) maTematikis erT erTi ZiriTadi 
cneba, romelic gamosaxavs erTi cvladi sididis damokidebulebas meoreze. 

hhiippeerrbboollaa  –  (berZnuli sityva – hyperballo – `̀gavdivar raRacis gavliT~) gaxsnili 
mrudi ori usasrulod gagrZelebuli StoTi. 

hhiippootteennuuzzaa  –  ( berZnuli sityva –gyipotenusa  ` momWimavi~)   marTkuTxa samkuTxedis,  
marTi kuTxis mopirdapire gverdi.    

hhoommooTTeettiiaa  –  (berZnuli sityva – ` toli~, `erTnairi~)  msgavsi figurebis iseTi ganla-
geba, romlis drosac am figurebis Sesabamisi werilebis SemaerTebeli wrfeebi erT 
 wertilSi gadaikveTeba. 
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1177..  a)5; d) 0,2.      1188..  
3, .

2 2
 

 

 

3.8 33..   a)
4


;  b) 
3 5; ;
4 4 4
  

− .   44..  2 , , 0, , 2 .   − − 4,8 m3.    55.. ;0 ;
2 2
     −    

   
.      

 77..k, k ∈ Z.    99.. a)1; b) 1; g) -1tg .   1111.. a) sin 0,6, cos 0,8. =  =     

 
 3.9 

  

  11.. a)
4


;  g) 
4


− ; e)  
2


; z) 0.    22.. a)
4


;   g) 
3
4


;  e) 0;  z) 
2


.   33..  a)
4


;  g) 
3


;  e) 
6


;   

z) 0.     44..  d).     55..  a)1sm;  b) 0,13;  g) 7;  d) 0,5.    66..  a) ( )k1
4
 − + k, k ∈ Z ;  

 g) ( )k+11
4
 − + k, k ∈ Z ;  e) 2

2
 + k, k ∈ Z ;  z)k, k ∈ Z .     77..  a) 2

3
  + k, k ∈ Z ;   

g) 
3 2
4
  + k, k ∈ Z ;   e) 2k, k ∈ Z ;   z)

2
 + k, k ∈ Z .   88.. a)

4
 + k, k ∈ Z ;   

g) 
3
 + k, k ∈ Z ;   e) 

6
 + k, k ∈ Z ;  z)k, k ∈ Z .    99.. a)

2
 k, k ∈ Z ;   e) 

3
 + k, k ∈ Z .    

1100..    
7
6


da 
11

6


.   1111..  
7
4


.    1122..  
2
3


− .    1133..    a) 2
2
 − + k, k ∈ Z ;  b) 2

3
  + k, k ∈ Z ; 

 g) 
4
 + k, k ∈ Z ;   d)k, k ∈ Z .    1144..  k, k ∈ Z.     1155..  b) ( ) k, k Z. 

k 5 -1-1 arcsin +
2

  

 1166.. a) 0 ;  b) 2 4 − ;  g)
2

2
;  d)

2
5

;  e) 
2 2

3
.   1177..  a)

4
 + k, k ∈ Z ;  b) 

4
  + k, k ∈ Z ; g)

k, k ∈ Z ;  d)
3
 −k, + k, k ∈ Z . 1188..  a)a; e) 21- a ;  1199..  

( )a 3 +1a 6AB = ; AC =
2 2

.            

 2200..  a)
2


; b)180
2


 − .    

 

3.10   11..  a)5sm;  b) 37 sm;  g) 13 sm. 22.. a) 169 60 3− sm; b)13sm;  g) 169 60 3+ sm.

44.. 6 2 - 3 sm.   55..5 10 sm.   66.. a) 4 5 sm;    b) 4 5 sm an 8 5 sm.    77..  a) 45 , 45 , 90 ;    b)

30 , 30 , 120 .    88..  a)90 ; b)150 .  99..  a) blagvkuTxa; b) marTkuTxa; g)maxvilkuTxa.   

1100..  8sm.  1111..  2 13 sm.  1122..  2 7 sm  da 2 19 sm.  1133..  3sm  da 17 sm. 1144..  
241
2

sm, 7sm, 

145
2

sm.  1155..  3 2 sm.  1166..  
190 .
2

1177..  4 7 sm, 2 37 sm, 14sm; an 2 97, 2 13, 4 19.                   

1199..  
2 31

7
.  2200..  

5 7
3

m.      2211..  2 3 sm.   2222..  
16arccos
65

an
56arccos
65

.  2233..  4sm.  2244..  1<x<3.    

2255..  
a

sin
. aabbaa,,  ssccaaddee!!  gamomdinareobs kosinusebis Teoremidan.   

  

TTaavvii  33  
3.1 
 

3.2 
 

 

 

 

11.. 3-jer.   22..  5 dRis.  33.. a)  9; b) 9.   44.. a)  -3; b) -3; g) -3.  55..  20.  1100.. 2 .   1111.. periodia 

yoveli racionaluri ricxvi, umciresi dadebiTi periodi ar aqvs. 1133.. d)  0,5.  

1144.. 
5 12 5

, , .
13 13 12

 1155.. a)1; b)1; g)1; d)1.   

33..  a)(x;y); b) (x;y); g)(-x;-y). 66..  a)dadebiTi; b)uaryofiTi; g) uaryofiTi; d)dade-
biTi. v)dadebiTi.   77..  a)dadebiTi; b)dadebiTi; g) uaryofiTi; d)dadebiTi.    
99..  a)uaryofiTi; b)dadebiTi; g) dadebiTi. 1133.. v) tg10 .      1155..  g) -c..      1166.. 60da 120 .

1177.. 45da 225 . 1188.. 90da 270 .  2200.. a) -1;  d) 0.      2211.. a) 2a-5a2; d)15.      2222.. a)
2


;  b) ;  

g) .
12


 2233..  g)
3 1, , 3.

2 2
− −   2244..a)160 ; b) 200 .    2255..a)160 ; b)340 . 2266..  a) 180° k, k ∈ Z;  

b)  90 +180° k, k ∈ Z.     3300.. g) 0,91.  

3.3 66..  uary., dadeb., dadeb.    88..
2 4, , .
9 3 9
  

 99..  12 , 36 ,132 .     1122..  a) 0; d)-2.   1133..  a) ;22a - a

d) 
a + b .
a - b

   1155..  a) 2 ;
2

Z + k,k  b) 2 ;Z k,k  g) .Z k,k     1166..    anim.   1177.. a) sin0,5 0,5;   

b) cos0,5 0,5 ; g) .tg1>1 1188..  12sm2.    2244.. luwia: b) da g); kentia: a) da v).  
 

3.4 
 

 

 

 

22.. luwia b), kenti a) da g).   44.. a) 
5

2π
 ; v)2π.   99.

21
5

− .    1100. 
15

16
.    1111.. a)  3;1− ;  

b)  1;0− ; g)  1;2− ; d)  )0;+ .  1133..  a) 2 ;   b) π; g) π ; d) ;   e) 2π;  v)  z) π; T) 12π.  1144..  

3 ;3
4
 
  

;    1155.. a) 0,5.   

SSeessaaZZlleebbeelliiaa  TTuu  aarraa.. SeuZlebelia. aabbaa,,  ssccaaddee!!     2; 2 −  .    

3.5 
88.. a)

11,
6 6
 

;  b) 
3 5,
4 4
 

; g) .    99..  a) 
4, ;

3 3
 

  b) 0,  ;  g)
3 7,
4 4
 

.     1100..  a) cos ;          

b)
1

cos
− ;   T)

2sin  .  1111.. d)
2

2
− .    1122.. a)-6;  e)

6 6 .
6
+

−  1133..  a) 
3

2
; b)1; g) 0.    1144.. a)-1;           

b) 
sin50

2


.    1177..  a) 
1
2

; b) 
1
4

; g)
1
3

.      1188..  a) 
3
4

; b) 
1
4

.    2200..  a) -a;  d) -a.   

2211..  cos10 =-cos(10-3π);  sin11=-cos(11-3,5π).   2244..  a) 0;  b) 2; g)1.  

 
3.6 1133.. a) 3 da 1; d) 1 da 0,5.     1144.. 45. 1155.. a) 5, -4; b)

k ,
2
 k ∈ Z.    1177..  

11 7 5, , , .
6 6 6 6
   

− − 1199..  

a.   2200..  a) a; b) -a;  g) a;  d) -a; e) .21- a  
 

3.7 99.. 
3 4cos , cos , cos , cos , cos , cos

6 4 3 2 2 3
     

.     1111.. ;
2 2
  − 

 
.  1122.. a) 3 da -1;  

d) 1 da 0,5.   1133..
5 , ,
6 2 6
  

   .  1144..  a)5 da -2; b)
k ,

2
 k ∈ Z.   1155..  

5,
3 3
 

  . 1166..  30.    

DO N
OT C

OPY



241

1177..  a)5; d) 0,2.      1188..  
3, .

2 2
 

 

 

3.8 33..   a)
4


;  b) 
3 5; ;
4 4 4
  

− .   44..  2 , , 0, , 2 .   − − 4,8 m3.    55.. ;0 ;
2 2
     −    

   
.      

 77..k, k ∈ Z.    99.. a)1; b) 1; g) -1tg .   1111.. a) sin 0,6, cos 0,8. =  =     

 
 3.9 

  

  11.. a)
4


;  g) 
4


− ; e)  
2


; z) 0.    22.. a)
4


;   g) 
3
4


;  e) 0;  z) 
2


.   33..  a)
4


;  g) 
3


;  e) 
6


;   

z) 0.     44..  d).     55..  a)1sm;  b) 0,13;  g) 7;  d) 0,5.    66..  a) ( )k1
4
 − + k, k ∈ Z ;  

 g) ( )k+11
4
 − + k, k ∈ Z ;  e) 2

2
 + k, k ∈ Z ;  z)k, k ∈ Z .     77..  a) 2

3
  + k, k ∈ Z ;   

g) 
3 2
4
  + k, k ∈ Z ;   e) 2k, k ∈ Z ;   z)

2
 + k, k ∈ Z .   88.. a)

4
 + k, k ∈ Z ;   

g) 
3
 + k, k ∈ Z ;   e) 

6
 + k, k ∈ Z ;  z)k, k ∈ Z .    99.. a)

2
 k, k ∈ Z ;   e) 

3
 + k, k ∈ Z .    

1100..    
7
6


da 
11

6


.   1111..  
7
4


.    1122..  
2
3


− .    1133..    a) 2
2
 − + k, k ∈ Z ;  b) 2

3
  + k, k ∈ Z ; 

 g) 
4
 + k, k ∈ Z ;   d)k, k ∈ Z .    1144..  k, k ∈ Z.     1155..  b) ( ) k, k Z. 

k 5 -1-1 arcsin +
2

  

 1166.. a) 0 ;  b) 2 4 − ;  g)
2

2
;  d)

2
5

;  e) 
2 2

3
.   1177..  a)

4
 + k, k ∈ Z ;  b) 

4
  + k, k ∈ Z ; g)

k, k ∈ Z ;  d)
3
 −k, + k, k ∈ Z . 1188..  a)a; e) 21- a ;  1199..  

( )a 3 +1a 6AB = ; AC =
2 2

.            

 2200..  a)
2


; b)180
2


 − .    

 

3.10   11..  a)5sm;  b) 37 sm;  g) 13 sm. 22.. a) 169 60 3− sm; b)13sm;  g) 169 60 3+ sm.

44.. 6 2 - 3 sm.   55..5 10 sm.   66.. a) 4 5 sm;    b) 4 5 sm an 8 5 sm.    77..  a) 45 , 45 , 90 ;    b)

30 , 30 , 120 .    88..  a)90 ; b)150 .  99..  a) blagvkuTxa; b) marTkuTxa; g)maxvilkuTxa.   

1100..  8sm.  1111..  2 13 sm.  1122..  2 7 sm  da 2 19 sm.  1133..  3sm  da 17 sm. 1144..  
241
2

sm, 7sm, 

145
2

sm.  1155..  3 2 sm.  1166..  
190 .
2

1177..  4 7 sm, 2 37 sm, 14sm; an 2 97, 2 13, 4 19.                   

1199..  
2 31

7
.  2200..  

5 7
3

m.      2211..  2 3 sm.   2222..  
16arccos
65

an
56arccos
65

.  2233..  4sm.  2244..  1<x<3.    

2255..  
a

sin
. aabbaa,,  ssccaaddee!!  gamomdinareobs kosinusebis Teoremidan.   

  

TTaavvii  33  
3.1 
 

3.2 
 

 

 

 

11.. 3-jer.   22..  5 dRis.  33.. a)  9; b) 9.   44.. a)  -3; b) -3; g) -3.  55..  20.  1100.. 2 .   1111.. periodia 

yoveli racionaluri ricxvi, umciresi dadebiTi periodi ar aqvs. 1133.. d)  0,5.  

1144.. 
5 12 5

, , .
13 13 12

 1155.. a)1; b)1; g)1; d)1.   

33..  a)(x;y); b) (x;y); g)(-x;-y). 66..  a)dadebiTi; b)uaryofiTi; g) uaryofiTi; d)dade-
biTi. v)dadebiTi.   77..  a)dadebiTi; b)dadebiTi; g) uaryofiTi; d)dadebiTi.    
99..  a)uaryofiTi; b)dadebiTi; g) dadebiTi. 1133.. v) tg10 .      1155..  g) -c..      1166.. 60da 120 .

1177.. 45da 225 . 1188.. 90da 270 .  2200.. a) -1;  d) 0.      2211.. a) 2a-5a2; d)15.      2222.. a)
2


;  b) ;  

g) .
12


 2233..  g)
3 1, , 3.

2 2
− −   2244..a)160 ; b) 200 .    2255..a)160 ; b)340 . 2266..  a) 180° k, k ∈ Z;  

b)  90 +180° k, k ∈ Z.     3300.. g) 0,91.  

3.3 66..  uary., dadeb., dadeb.    88..
2 4, , .
9 3 9
  

 99..  12 , 36 ,132 .     1122..  a) 0; d)-2.   1133..  a) ;22a - a

d) 
a + b .
a - b

   1155..  a) 2 ;
2

Z + k,k  b) 2 ;Z k,k  g) .Z k,k     1166..    anim.   1177.. a) sin0,5 0,5;   

b) cos0,5 0,5 ; g) .tg1>1 1188..  12sm2.    2244.. luwia: b) da g); kentia: a) da v).  
 

3.4 
 

 

 

 

22.. luwia b), kenti a) da g).   44.. a) 
5

2π
 ; v)2π.   99.

21
5

− .    1100. 
15

16
.    1111.. a)  3;1− ;  

b)  1;0− ; g)  1;2− ; d)  )0;+ .  1133..  a) 2 ;   b) π; g) π ; d) ;   e) 2π;  v)  z) π; T) 12π.  1144..  

3 ;3
4
 
  

;    1155.. a) 0,5.   

SSeessaaZZlleebbeelliiaa  TTuu  aarraa.. SeuZlebelia. aabbaa,,  ssccaaddee!!     2; 2 −  .    

3.5 
88.. a)

11,
6 6
 

;  b) 
3 5,
4 4
 

; g) .    99..  a) 
4, ;

3 3
 

  b) 0,  ;  g)
3 7,
4 4
 

.     1100..  a) cos ;          

b)
1

cos
− ;   T)

2sin  .  1111.. d)
2

2
− .    1122.. a)-6;  e)

6 6 .
6
+

−  1133..  a) 
3

2
; b)1; g) 0.    1144.. a)-1;           

b) 
sin50

2


.    1177..  a) 
1
2

; b) 
1
4

; g)
1
3

.      1188..  a) 
3
4

; b) 
1
4

.    2200..  a) -a;  d) -a.   

2211..  cos10 =-cos(10-3π);  sin11=-cos(11-3,5π).   2244..  a) 0;  b) 2; g)1.  

 
3.6 1133.. a) 3 da 1; d) 1 da 0,5.     1144.. 45. 1155.. a) 5, -4; b)

k ,
2
 k ∈ Z.    1177..  

11 7 5, , , .
6 6 6 6
   

− − 1199..  

a.   2200..  a) a; b) -a;  g) a;  d) -a; e) .21- a  
 

3.7 99.. 
3 4cos , cos , cos , cos , cos , cos

6 4 3 2 2 3
     

.     1111.. ;
2 2
  − 

 
.  1122.. a) 3 da -1;  

d) 1 da 0,5.   1133..
5 , ,
6 2 6
  

   .  1144..  a)5 da -2; b)
k ,

2
 k ∈ Z.   1155..  

5,
3 3
 

  . 1166..  30.    
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aabbaa,,  ssccaaddee!!    miiReba tetraedris (samkuTxa piramidis) karkasi.  

4.5 11..  g). 22..  d).  33..  d). 44..    a).  88..  a) 7,2 sm da  12,8 sm; b)9,6sm.  99.. a)13 5 13+ sm an 5 5 13+
sm; ბ) 39 sm2 an 15 sm2.    

  

4.6 22.. 4.  33..  b).  44..  tolia.  55..  SeiZleba iyos toli.  66..  
2

.
2

 77..  6 sm. 88..  4 5 sm, 6sm.                                              

99..  12sm. 1100..   
5

13
. 1111..    7sm, 1sm.  1122..  ar SeiZleba.  1133..  orive.  1144..    a)marTkuTxedi, 

2a 2 ; b) a 3 ; g)
2

2
..  1166..  8sm, 10sm, 10sm, 2 34 sm.   1177..    a) 4 11sm; b) 4 10 sm.  

2200.. 
2

20sin
sm,  

2
10cos sm.   2211..  

3
8
399

sm.    aabbaa,,  ssccaaddee!!    180 .  

  
4.7 

  
  
  
  

4.8 
  
  
  
  
  
  

4.9 

  

11. 45 .   22. 130 .   33. 10sm.  44. 45 .   55. 8sm.  66. 2√21 სმ.  77. 60 .   99. b) 3.  1100. 45 . 1111.70 .  

1122.. 16√2sm2.   1133. 12sm2. 1144. 6 2 sm. 1155. √2-jer.  1166. a) 2√3 sm; b) 2√39sm2; g) 3√13
13 .

11.. 4.  22.. 1.  33.. marTi.  44.. b).  55.. marTebulia: a), g), z), T), i), k),  danarCeni ara.  

77. a) perimetri (2a+2√2a),  farTobi √2 a2;   b) perimetri (1+√2+√3)a , farTobi 

√2
2 a2.    88. a) 90 ; b) 60 .     99..  a) 

a 2
2

sm;   b)30 .  1100. b)5√5სმ.   1111..   13 sm.  1122.. 60 .  

1133. 2 3
3

.   aabbaa,,  ssccaaddee!! a) 1; b) 2. 

11. 15sm, 25sm.   22. 2,4sm.   33.. 10sm.   44. 5sm, 5sm.   55..  g)   66..  a)8 sm;  b) 8√2 sm;  g) 8√3 sm;        

d) 8√2 sm;  e) 8 2 sm; v) 8sm) z) 8sm; T) 4√2sm.   77. a) asm; b) asm; g) asm; d) asm.                    

88..  a) √82sm; b) √73 sm.    99.. a)2√34 sm; b)2√41 sm; g)10√2sm; d)10sm; e)10sm;  v)2√34sm;   

ზ) 2√41sm.  1100.. a)1; b) 8sm; g) 8sm.  1111.. a) 6sm,  9sm, 7sm; b) 7 1
3 sm.   1122.. 

𝑎𝑎√2
2  sm.                  

1133. 0,4√769 sm.  1144..  48sm.  1155. √39 sm.  1166. a) √29sm; b) √33sm, 3√5sm, √65sm.                   

1177.. b)√6
9 a sm.    aabbaa,,  ssccaaddee!! 

a 3
3

.   

TTaavvii  5  
  

5.1 33..  a)1;  b) 9;  g) 
1
3

;  d) 4 3 .   44..    a)  
 
 

21
7

> -2,17 ;       b) 
0,51

5
 
 
 

 <  1;         g) 
0,2-1

5
 
 
 

 >  1;          

 e)
- 31

3
 
 
 

< 1,79 ;      v)
- 32 < -1,72 ;      z)  

 
 

- 31
3

 = 33 ;       T)

- 121
3

 
 
 

 = 39 .  

55..  a)
2 2 2 2 21 1 1 1, , ,

125 5 5 5

− −
       
       
       

b) 
3 11 2 0,011 1 1 1, , , , 1.

4 2 2 2
       
       
       

66..  ( ) ( ) ( ) ( ),
- -2 3 11 5 7

3 - 2 3 - 2 3 - 2 3 - 2, , . 77..zrdadi funqciaa. 

3.11 
 

 

 

 

 

 

 

3.12 

11..  a) 10sm;   b) 8 2 sm;   g) 4 3 sm.    22..  a)6sm;   b)6 2 sm;      g)6 3 sm;      d)12sm;  

e)6 3 sm.    33..  a) 1; b) 0,5; g) 
5

12
.    55.. 60°an 120° .    66.. 10sm.    77.. a) 9; b) 3;  g) 6 2+ .    

88..  
7 3

3
sm.      99..  

16 3 sin 40
3


sm,  

16 3 sin80
3


sm.   1100..  

19 5
arccos0,2; arccos ; arccos .

35 7
  

1111.. 4, 90 , 30 .        1122..
5 13 .

3
    1144.. ( ) ( )

, .
 

   + +

dsin dsin
sin sin

  1155..  
8
18 sm. 1166.. ( )

c
sin
sin sin 

 
 

−
m.  

1177..  2r

2

4R sin
tg

.


 +    2200.. 136sm2.     2211..  27.    2222..  24sm2.        2233.. 52sm2.    2244.. 8sm2.   

33.. a)6sm2;  b) 4 6 sm2;   g)336sm2;  d) 10 sm2 .   44.. a)R= 8,5sm;  r=3sm;  h=
120
17

;                                                          

b) R=
13
8

sm; r=1,5sm;  h=4 sm;  g)R= 77
4 10

sm;  r= 4 10
5

sm;  h= 2 10 sm.    66..  a) 50 sm2;   

d)100 sin40 sm2.            88..  a) 17 sm;   b) 65  sm.         99.. 6sm2.        1100.. 15 sm2.    1111.. ( )25 3 3− sm2.                                                          

1133.. ( ) ( ) ( ) ( ).0,25 a + b + 2m a + 2m - b b + 2m - a a + b - 2m  1144.. 36sm2.  1188.. a)2a;  b) ;a 3  

g) a;  d) 
a 3

2
;  e) 

23a 3
2

.  1199..  36. 

TTaavvii  44  
  

4.1   44..  AB wrfeze.  55..  a) N; b) Q; g) P da Q. ra.  66..  mcdaria v) da T), danarCeni

WeSmaritia.    77.. e) ara, danarCeni ki.    88.. g)  ABC;  v)  AC.  99.. a)  ASC da DEF;  v)  ASB 

da BSC.  1100.. b)da g).  1122..  a 5 sm.     1133.. 
2

a 29
sm. 1144..  ar Zevs.    

SSeessaaZZlleebbeelliiaa  TTuu  aarraa?? SesaZlebelia. 
 

4.2 11..  b).  22.. g).    33..  d).  44..  b).  66..  marTebulia mxolod  a).      77..  erTi an arcerTi. 88..  

WeSmaritia a), mcdaria b).   99..  a)90 ;  b)0 ; g)0 ; d)90 ; e) 45 . 1100..  a) 45 ; b)  a 2
2

sm. 1111..  a) DC1;  b) A1 C1;  g) A1D;  d) A1 C1D; P = 3 2asm, 
2

2
3aS = sm2. 1122.. 1. 

 1133.. WeSmaritia. 1133.. 3. SSeessaaZZlleebbeelliiaa  TTuu  aarraa?? SeuZlebelia.  aabbaa,,  ssccaaddee!!  10. 

4.3 33..  ar SeiZleba.   44.. b) 8sm.  55.. გ).   66.. b) 5sm.   99.. g) 20sm.  1100..  g)1,5asm;  d)
a 7

2
sm.  

4.4 11..  d).  22..  a). 33..  g). 44..  WeSmaritia.    55..  g).    88..  18 3 sm2.    99.. OB=2,4 sm; A1B1=
20
3

sm.     

1133..    a)24sm;  b)24sm2.  1144..    22 sm.    1155..    a)
1
3

3 sm; 10sm; b)1:9.              

DO N
OT C

OPY
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aabbaa,,  ssccaaddee!!    miiReba tetraedris (samkuTxa piramidis) karkasi.  

4.5 11..  g). 22..  d).  33..  d). 44..    a).  88..  a) 7,2 sm da  12,8 sm; b)9,6sm.  99.. a)13 5 13+ sm an 5 5 13+
sm; ბ) 39 sm2 an 15 sm2.    

  

4.6 22.. 4.  33..  b).  44..  tolia.  55..  SeiZleba iyos toli.  66..  
2

.
2

 77..  6 sm. 88..  4 5 sm, 6sm.                                              

99..  12sm. 1100..   
5

13
. 1111..    7sm, 1sm.  1122..  ar SeiZleba.  1133..  orive.  1144..    a)marTkuTxedi, 

2a 2 ; b) a 3 ; g)
2

2
..  1166..  8sm, 10sm, 10sm, 2 34 sm.   1177..    a) 4 11sm; b) 4 10 sm.  

2200.. 
2

20sin
sm,  

2
10cos sm.   2211..  

3
8
399

sm.    aabbaa,,  ssccaaddee!!    180 .  

  
4.7 

  
  
  
  

4.8 
  
  
  
  
  
  

4.9 

  

11. 45 .   22. 130 .   33. 10sm.  44. 45 .   55. 8sm.  66. 2√21 სმ.  77. 60 .   99. b) 3.  1100. 45 . 1111.70 .  

1122.. 16√2sm2.   1133. 12sm2. 1144. 6 2 sm. 1155. √2-jer.  1166. a) 2√3 sm; b) 2√39sm2; g) 3√13
13 .

11.. 4.  22.. 1.  33.. marTi.  44.. b).  55.. marTebulia: a), g), z), T), i), k),  danarCeni ara.  

77. a) perimetri (2a+2√2a),  farTobi √2 a2;   b) perimetri (1+√2+√3)a , farTobi 

√2
2 a2.    88. a) 90 ; b) 60 .     99..  a) 

a 2
2

sm;   b)30 .  1100. b)5√5სმ.   1111..   13 sm.  1122.. 60 .  

1133. 2 3
3

.   aabbaa,,  ssccaaddee!! a) 1; b) 2. 

11. 15sm, 25sm.   22. 2,4sm.   33.. 10sm.   44. 5sm, 5sm.   55..  g)   66..  a)8 sm;  b) 8√2 sm;  g) 8√3 sm;        

d) 8√2 sm;  e) 8 2 sm; v) 8sm) z) 8sm; T) 4√2sm.   77. a) asm; b) asm; g) asm; d) asm.                    

88..  a) √82sm; b) √73 sm.    99.. a)2√34 sm; b)2√41 sm; g)10√2sm; d)10sm; e)10sm;  v)2√34sm;   

ზ) 2√41sm.  1100.. a)1; b) 8sm; g) 8sm.  1111.. a) 6sm,  9sm, 7sm; b) 7 1
3 sm.   1122.. 

𝑎𝑎√2
2  sm.                  

1133. 0,4√769 sm.  1144..  48sm.  1155. √39 sm.  1166. a) √29sm; b) √33sm, 3√5sm, √65sm.                   

1177.. b)√6
9 a sm.    aabbaa,,  ssccaaddee!! 

a 3
3

.   

TTaavvii  5  
  

5.1 33..  a)1;  b) 9;  g) 
1
3

;  d) 4 3 .   44..    a)  
 
 

21
7

> -2,17 ;       b) 
0,51

5
 
 
 

 <  1;         g) 
0,2-1

5
 
 
 

 >  1;          

 e)
- 31

3
 
 
 

< 1,79 ;      v)
- 32 < -1,72 ;      z)  

 
 

- 31
3

 = 33 ;       T)

- 121
3

 
 
 

 = 39 .  

55..  a)
2 2 2 2 21 1 1 1, , ,

125 5 5 5

− −
       
       
       

b) 
3 11 2 0,011 1 1 1, , , , 1.

4 2 2 2
       
       
       

66..  ( ) ( ) ( ) ( ),
- -2 3 11 5 7

3 - 2 3 - 2 3 - 2 3 - 2, , . 77..zrdadi funqciaa. 

DO N
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